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消去理論
消去定理と拡張定理

• 多項式系から変数を体系的に消去する手法を学ぶ．
• 主な戦略は次の二つの主定理（今回の発表範囲）

• 消去定理
• 講義や [CLO06] では辞書式順序について示しているが，ここ
では一般化した形を紹介する．

• 拡張定理
• [CLO06] では終結式の理論を使うので最後に遅延されている
が，ここでは [楫 13] での証明を紹介する．

• 系の簡単な証明は恐らく次回以降



消去理論の例 I

方程式系 
x2 + y + z = 1

x + y2 + z = 1

x + y + z2 = 1

(3.1)

を解くために，

I = ⟨x2 + y + z − 1, x + y2 + z − 1, x + y + z2⟩

とおいて，辞書式順序で Gröbner 基底を計算すると，
g1 = x + y + z2 − 1

g2 = y2 − y − z2 + z

g3 = 2yz2 + 4z4 − z2

g4 = z6 − 4z4 + 4z3 − z2

(3.2)



消去理論の例 II

を得る．最後の式は z のみから成るので，これを解いて g2, g3, g1
に代入すれば，

(1, 0, 0) (0, 1, 0) (0, 0, 1)

(−1 +
√
2,−1 +

√
2,−1 +

√
2)

(−1−
√
2,−1−

√
2,−1−

√
2)

という解を得る．この解法は次の二つの段階に分けることが出
来る．
消去ステップ 元の方程式系から x , y を消去して， z のみを含む

式が得られた．
拡張ステップ 単純な方程式 g4 = 0 の根を求めた後，それを元の

方程式の解へと拡張出来た．
こうした操作が非常に一般的に行える，というのが消去理論．



消去定理について
消去イデアル

上でやった操作を一般化する．

Def. 1 (消去イデアル)

k[X1, . . . ,Xn] のイデアル I = ⟨f1, . . . , fs⟩ の第 ℓ-消去イデアル Iℓ
とは，

Iℓ := I ∩ k[Xℓ+1, . . . ,Xn]

で定義される k[Xℓ+1, . . . ,Xn] のイデアルのことである．

これがイデアルとなることは非常に易しい（演習 1）．
消去イデアルは Gröbner 基底を用いて簡単に計算することが出来
る．その為に必要となるのが消去順序の概念．



消去順序 I

[CLO06] では演習問題 5 で ℓ-消去型単項式順序という概念が，
[楫 13]では ℓ-消去順序，または X-消去順序が定義されている．
両者は若干違う概念であるので，両方を紹介する．

Def. 2 (消去型，消去順序)

1 ([CLO06])．単項式順序 > が ℓ-消去型（ℓ-elimination type）
であるとは，X1, . . . ,Xℓ を含む単項式が，含まないような単
項式より常に大となることである．

2 ([楫 13])．単項式順序 > が {X1, . . . ,Xℓ}-消去順序，第 ℓ-消
去順序であるとは，任意の α, β ∈ Zℓ

≥0, γ, δ ∈ Zn−ℓ
≥0 に対し，

Xα > Xβ ⇒ XαYγ > XβYδ

となることである．この条件式の各辺を，
(α, 0) > (β, 0) ⇒ (α, γ) > (β, δ) と略記することがある．



消去順序 II

明らかに，(2) の方が (1) よりも強い条件である．即ち，次が成
立する．

Prop.

単項式順序 > が (2) の意味で ℓ-消去順序であれば，(1) の意味で
ℓ-消去型となる．

Proof.

> を ℓ-消去順序とする．このとき，> が単項式順序であることか
ら任意の 0 ̸= α ∈ Zℓ

≥0 について (α, 0) > (0, 0)．よって，

(α, γ) > (0, δ)

となる．これは，X1, . . . ,Xℓ を含むような任意の単項式が含まな
い単項式より大である，ということである．よって > は ℓ-消去
型の単項式順序である．



消去順序 III
逆は一般に不成立．それを見るため，消去順序の例を紹介する．

Example. (消去順序の例)

(a) X1 > · · · > Xn で定まる辞書式順序は，任意の ℓ について (2)
の意味で ℓ-消去順序となり，従って (1) の意味でも ℓ-消去型．

(b) (α, γ) >ℓ (β, δ)

def⇐⇒ |α| > |β| ∨ [|α| = |β| ∧ (α, γ) >grevlex (β, δ)]

により定まる順序は (1) の意味で ℓ-消去型だが，(2) の意味
での消去順序にはならない（但し |α| = a1 + · · ·+ aℓ）．例え
ば，x > y > z > w ,X = (x , y),Y = (z ,w) として上の順序を
考えると， x > y だが xw < yz となる．

(c) (α, γ) >p,ℓ (β, δ)
def⇐⇒ α >grevlex β ∨ [α = β ∧ γ >grevlex δ]

により定まる順序 >p,ℓ は (2) の意味で ℓ-消去順序となるの
で，従って (1) の意味でも ℓ-消去型となる．



消去順序であることの証明 I

単項式順序については明らか．残った二つがそれぞれ消去型，消
去順序でることを示す．まず単項式順序であることを示す為，次
の定義をしておく（第二章四節演習問題 10, 12）．

Def. (重みつき順序，直積順序)

• >σ を単項式順序，u ∈ Zn
≥0 とする．この時，重みつき順序

>u,σ を次のように定める．

α >u,σ β
def⇐⇒ u · α > u · β ∨ [u · α = u · β ∧ α >σ β]

• >σ, >τ を単項式順序とする．この時，直積順序 >σ,τ を次の
ように定める．

(α, γ) >σ,τ (β, δ)
def⇐⇒ α >σ β ∨ [α = β ∧ γ >τ δ]



消去順序であることの証明 II

Claim

>u,σ, >σ,τ はそれぞれ単項式順序である．

Proof.

α >u,σ β ⇔ (u · α, α) >lex ,σ (u · β, β) となっているので，直積順
序 <σ,τ が単項式順序となっていることを示せば十分である．
全順序性． σ, τ が全順序であることから明らか．
加法性．これも σ, τ の加法性から直ちに従う．
整列性． ∅ ̸= S ⊆ Zℓ

≥0 × Zn−ℓ
≥0 として，これが最小元を持つこと

を示す．ここで，

µ = min
σ

{
α ∈ Zℓ

≥0

∣∣∣ (α, β) ∈ S
}
, ν = min

τ

{
β ∈ Zn−ℓ

≥0

∣∣∣ (µ, β) ∈ S
}

とおけば，(µ, ν) ∈ S が S の >σ,τ に関する最小元となる．よっ
て，整列性も成立．



消去順序であることの証明 III

これを使えば，次のように (b), (c) を言い換えることが出来る．

• α >ℓ β ⇔ α >uℓ,grevlex β （ただし uℓ = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
ℓ個

, 0, . . . , 0)）

• α >p,ℓ β ⇔ α >grevlex(ℓ),grevlex(n−ℓ) β

（ただし grevlex(k) は Zk
≥0 上の次数付き逆辞書式順序）

よって単項式順序となることはOK．あとはそれぞれ ℓ-消去型な
いし消去順序であることを示せばよい．



消去順序であることの証明 IV

>ℓ が ℓ-消去型であること.

0 ̸= α ∈ Zℓ
≥0, γ, δ ∈ Zn−ℓ

≥0 とすると，

uℓ · (α, γ) = (1, . . . , 1) · α+ 0 · γ = |α| > 0

uℓ · (0, δ) = (1, . . . , 1) · 0 + 0 · δ = 0 + 0 = 0

なので (α, γ) >ℓ (0, δ)．よって >ℓ は ℓ-消去型の単項式順序．

>p,ℓ が ℓ-消去順序であること.

(α, 0) >p,ℓ (β, 0) ⇔ α >grevlex β であるので，直積順序の定義か
ら直ちに (α, γ) >p,ℓ (β, δ) が従う．



二つの順序の違いは？

• 異なる二つの「消去順序」の定義を見て，それらが実際に異
なることを示した．

• どちらも，ある意味で辞書式順序の一般化になっている．
• 消去定理・拡張定理でそれぞれどういう役割を果すのか？

⇒ 消去定理では (1) の消去型の単項式順序を，拡張定理では (2)
の消去順序を使えばいい（拡張定理の証明に (1) は使えない）



消去定理
以上を用いて，一般化された消去定理を証明出来る．

Th. 3 (消去定理)

I : k[X,Y]のイデアル > : (1)の意味での X-消去型単項式順序
G : >に関する I の Gröbner基底
⇒ Gs = G ∩ k[Y]は I ∩ k[Y]の Gröbner 基底

Proof.

Gℓ = G ∩ k[Y] が Iℓ = I ∩ k[Y] の Gröbner 基底となっていること
を示す．特に，f ∈ Iℓ として LT (f ) ∈ ⟨LT (gℓ)⟩ を示せばよい．
f ∈ Iℓ ⊆ I とすると，G が I の Gröbner 基底であることがら
LT (f ) ∈ ⟨LT (G )⟩ となる．よって，単項式イデアルの補題から
∃g ∈ G s.t. LT (g) | LT (f ) となる．ここで f ∈ k[Y] より f は
X を含まないので，それを割り切る LT (g) も X を含まない．
今，LT (g) は ℓ-消去型順序 > に関する先頭項だったから，g の
他の項は LT (g) 未満であるので X を含まない．よって g ∈ k[Y]
となり，g ∈ G ∩ k[Y] = Gℓ となる．よって，LT (f ) ∈ ⟨LT (Gℓ)⟩
となるので，Gℓ は Iℓ の Gröbner 基底となる．



パラメタ消去と消去型単項式順序

• 以上の結果から，>lex , >ℓ, >p,ℓ のいずれを用いても，方程式
系からパラメータを消去することが出来る．

• どの順序を用いるのがよいのか？
• 一般に重み付き順序による ℓ-消去型順序を用いるのが最も効
率がよく，綺麗な基底が求まる．

• 場合によっては辞書式順序の方が速い場合もある．
• （ここでベンチマークのグラフを出す）

http://konn-san.com/math/computational-algebra-seminar/2013-04-15-bench.html


解の拡張

V (I ) の点を計算するために，座標を一つずつ求めていくことは，
V (Iℓ) の点を求めてからそれを V (Iℓ−1) に拡張していくというこ
と．つまり，

Iℓ−1 = ⟨g1, . . . , gr ⟩ ⊆ k[Xℓ, . . . ,Xn]

として，既に持っている解 aℓ+1, . . . , an について，

g1(aℓ, xℓ+1, . . . , xn) = · · · = gr (aℓ, xℓ+1, . . . , xn) = 0

となるような xℓ を求めるような操作．解を代入してしまえば
g1, . . . , gr ∈ k[Xℓ] となって，1変数多項式環は PID だったから，
これらの GCD を取ってその零点を求めればよい．



解の拡張が出来ない例
解の拡張がいつでも出来るとは限らない．

Example.

I = ⟨xy − 1, xz − 1⟩ ⊆ R[x , y , z ] として x > y > z なる辞書式順
序で Gröbner 基底を計算すると，

I = ⟨y − z , xz − 1⟩

となる．最初の方程式から y = z が得られるが，このうち部分解
y = z = 0 は xz = 1 を満たすように拡張出来ない．

Example.

I = ⟨x2 − y , x2 − z⟩ ⊆ R[x , y , z ] として同様に辞書式順序で
Gröbner 基底を計算すると，

I = ⟨y − z , x2 − z⟩

となる．最初の方程式から y = z が得られるが，このうち
y = z < 0 のとき x2 = z < 0 は実数解を持たず，R の範囲では部
分解を完全解に拡張出来ない．



幾つかの定義と記号 I

こうした状況を一般的に述べる為に，幾つかの定義と記号を導入
しておく．

Def. (部分解，完全解)

πℓ : An → An−ℓ; (a1, . . . , an) 7→ (aℓ+1, . . . , an) とする．このとき
πℓ(V (I )) ⊆ V (Is) に注意する．

• b = (bℓ+1, . . . , bn) ∈ V (Iℓ) を I の部分解と云う．a ∈ Aℓ に
よって (a,b) ∈ V (I ) と出来るとき，(a,b) を I の完全解 と
いい，b は 完全解 (a,b) に拡張されると云う．

• b ∈ An−ℓ が固定されているとき，h ∈ k[X,Y] に対し，
h̄ := h(X,b) ∈ k[X] と書く．同様にイデアル I ⊆ k[X,Y] に
ついても Ī :=

{
h̄
∣∣ h ∈ I

}
と定める．これは b の代入によ

り引き起こされる全射準同型 ϑ : k[X,Y] → k[X] の像であ
り，従って k[X] のイデアルとなる．



幾つかの定義と記号 II

Notation. (X に関する多重次数)

(2) の意味での X-消去順序を一つ固定する．この時，

degX(f ) :=
(
先頭項 LM(f )のXに関する多重次数

)
LCX(f ) :=

(
f ∈ (k[Y])[X]と見た時の degX (f )次の係数

)
この時，f は次のように書き下せる．

f = LCX(f )X
degX(f ) +

(
Xについての多重次数 < degX(f )の項

)



消去順序の性質
証明に先立って次の補題を証明しておく．

Lemma. (消去順序の補題)

< を (2) の意味での ℓ-消去順序とする．この時以下が成立．
(i) f ∈ k[X,Y],b ∈ An−ℓ について， deg f̄ ≤ degXf．特に，

LCX(f ) ̸= 0 ⇔ deg f = degX f

(ii) f , g ∈ k[X,Y] に対し次が成立．

deg g ≤ deg f ⇒ degX g ≤ degX f (3.3)

よって，

deg g ≤ deg f , f ∈ k[Y] ⇒ g ∈ k[Y] (3.4)

が成立し，特に次が云える．

LT (f ) ∈ k[Y] ⇒ f ∈ k[Y] (3.5)

(iii) f1, . . . , fs ∈ k[X,Y](fi ̸= 0) f =
∑s

i=1 fi ̸= 0 のとき，

deg f = max
1≤i≤s

deg(fi ) ⇒ degX(f ) = max
1≤i≤s

deg(fi )



消去順序の補題の証明 I

Proof.

(1) LCX(f ) は先頭項の次数の Y を含む係数だったから自明．
(2) (3.3) の対偶が正に消去順序の定義だった．条件 (3.4) に関し
ては (1) の消去型の定義の対偶であり，消去順序は消去型の
単項式順序となるので成立．(3.5) は (3.4) から従う．よって
示された．

(3) deg f ≥ deg fi なので (2) の (3.4) から degX f ≥ degX fi とな
る．よって degX f ≥ max1≤i≤s degX fi となる．逆向きの順序
関係は自明．



消去順序の補題の証明 II

Rem.

上の証明から，(i) および (ii) の (3.4) および (3.5) は (1) の意味
での消去型単項式順序でも成立することがわかる．
しかし，(ii) の (3.3) および (iii) は不成立．前者の例は既に見た．
後者については f = yz + xw として，重み付き消去順序を考えて
やれば deg(f ) = yz = max{yz , xw} だが degX (f ) = degX(yz) =
y ̸= x = max{y , x} = max{degX(yz), degX(xw)}



拡張定理の証明

遂に拡張定理を示す．1変数の場合を示すが，演習問題 1 から順
次拡張出来るのでこれで問題はない．

Th. 4 (拡張定理（一変数版）)

k = k̄ , I : k[X ,Y]のイデアル,V := V (I ) ⊆ An, I1 := I ∩ k[Y] と
する．
部分解 b = (b2, . . . , bn) ∈ V (I1) に対し，LCX (f ) ̸= 0 を満たすよ
うな f ∈ I が存在するなら， b は完全解に拡張される．
すなわち，f (X ,Y) = cN(Y)XN + · · ·+ c0(Y) (ck ∈ k[Y]) かつ
cN(b) ̸= 0 となるような f があれば，a により (a,b) ∈ V (I )．



証明の準備

拡張定理の証明で重要な役割を果たすのが次の命題である．

Prop. 16

I : k[X ,Y]のイデアル, < : X-消去順序 として，
G : <による I の Gröbner基底 とする．b ∈ An−1 として，
ϑ : An → An−1 を b の代入が引き起こす準同型とする．Ī := ϑ[I ]
と置くとき，次が成立する．

∃g ∈ G
[
LCX (g) ̸= 0

]
⇒

{
LCX (g) ̸= 0で degX g が最小となるような
g ∈ G があってĪ = ⟨ḡ⟩



補題の証明 I

T :=
{
g ∈ G

∣∣∣ LCX (g) ̸= 0
}
は仮定より空ではないので，

degX g が最小となるような g が確かに取れる．そこで
M := min

g∈T
degX g とおく．証明に入る前に，この時，次が成立す

ることを帰納法により示す．

(∀L ∈ N)(∀h ∈ G )
[
degX h < M ⇒ deg h̄ ≤ degX h − L

]
(∗)

つまり，degX h < M ならば必然的に h̄ = 0 でなくてはならない，
ということである．

(i) L = 1 のとき．消去順序の補題 (i) より deg h̄ < degX h であ
り，degX h < M とすると M の T 上の最小性より
LCX (h) = 0 となる．よって再び補題より deg h̄ < degX h．
よって deg h̄ ≤ degX h − 1 となる．



補題の証明 II

(ii) L+ 1 のとき．帰納法の仮定は，

(∀h ∈ G ) degX h < M ⇒ deg h̄ ≤ degX h − L

である． m := degX h < M とする．M の T 上の最小性よ
り LC (h) = 0．ここで，

S := LCX (g)X
M−mh − LCX (h)g ∈ I

を考えると，これにより g , h の先頭項同士が打消し合うの
で，degX は下がる．よって degX S < M．LCX (g) ∈ k \ {0}
なので，

deg S̄ = deg(LCX (g)X
M−mh̄ − LCX (h)ḡ)

= deg(LCX (g)X
M−mh̄)

= M − degX h + deg h̄

(3.6)



補題の証明 III

また，S を基底 G によって割り算した結果を，

S =
∑
p∈G

App (deg(App) ≤ deg S)

とすると，G は X -消去順序に関する基底だったから，消去
順序の補題 (iii) より，

M > degX S ≥ degX (App) = degX Ap + degX p ≥ degX p

よって帰納法の仮定から，

deg p̄ ≤ degX p − L

となる．一方，degAp ≤ degX Ap だったから，

degAp + deg p̄ ≤ degX Ap + degX p − L < M − L



補題の証明 IV

よって，

deg S̄ ≤ max
Ap ̸=0

(deg Āp + deg p̄) < M − L (3.7)

従って (3.6), (3.7) より，

deg h̄ = deg S̄ + degX h −M

< M − L+ degX h −M = degX h − L

∴ deg h̄ ≤ degX h − (L+ 1)

以上から示された．
これを用いて Ī = ⟨ḡ⟩ を示す．それには特に I の基底 G の元に
ついて考えればよいので， h ∈ G を取って，h̄ ∈ ⟨ḡ⟩ を示せば十
分である．m := degX h についての帰納法で示そう（一変数につ
いて考えているので自然数についての変則的な完全帰納法）．



補題の証明 V

(i) m < M の時．(∗) より h̄ = 0 でなければ矛盾．よって
h̄ = 0 ∈ ⟨ḡ⟩．

(ii) m ≥ M の時．S := LCX (g)h − LCX (h)X
m−Mg ∈ I とおく

と，これは g , h よりも degX が小さくなるので，
degX S < m．基底により S =

∑
p∈G App と標準表示されて

いるとする．(∗) の証明と同様にして，
degX p ≤ degX S < m となる．よって，帰納法の仮定より
p̄ ∈ ⟨ḡ⟩ となる．よって，S̄ =

∑
p∈G

App̄ ∈ ⟨ḡ⟩ であり，S の

定義から，LCX (g)h̄ = S̄︸︷︷︸
∈⟨ḡ⟩

+ LCX (h)X
m−M ḡ︸ ︷︷ ︸

∈⟨ḡ⟩

∈ ⟨ḡ⟩ となる．

今，g の取り方から k ∋ LCX (g) ̸= 0 であるので，h̄ ∈ ⟨ḡ⟩
である．

以上より示された．



証明の準備そのに

次の補題も用いる．これは簡単な背理法で示せるので，証明は省
略する．

Lemma.

前の定理と同じ記号法の下で，

(∃f ∈ I )LCX (f ) ̸= 0 ⇒ (∃g ∈ G )LCX (g) (3.8)



拡張定理の証明

I に関し，1 の意味での X -消去順序（例えば辞書式順序や直積に
よるもの）に関する Gröbner 基底 G を取る．f ∈ I が
LCX (f ) ̸= 0 を満たすとすると，補題の (3.8) より g ∈ G で
LCX (g) ̸= 0 となるものが取れる．すると，命題より特に Ī = ⟨ḡ⟩
であり degX が最小であるとして構わない．
degX g = 0 とすると，g ∈ k[Y] となるので g ∈ I1 となるが，
b ∈ V (I1) なので LCX (g) = ḡ = g(b) = 0 となり矛盾．よって
degX g > 0である．LCX (g) ̸= 0 より消去順序の補題 (i) から
deg ḡ = degX g > 0 となる．よって，k が代数閉体であることか
ら，ḡ ∈ k[X ] は k に少なくとも根を一つ持つ．そこで
(̄g)(a) = 0 とすると，a ∈ V (ḡ) = V (Ī ) なので，
(a,b) ∈ V (Ī )× {b } = (π1|V )−1(b)．よって (a,b) ∈ V とな
る．
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