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2.4 固有値・固有ベクトルによる方程式
の解法

• 章の主題「C 上の代数方程式 f1 = · · · = fs = 0 の求解」
⇝ いいかえれば「I = ⟨f1, . . . , fs⟩ 、代数的集合 V (I ) に含まれ
る点を求めよ」

⋆ f1 = · · · = fs = 0 の解が有限個なら、V (I ) は有限集合とな
り、有限性定理より I は零次元イデアルで A = C[X]/I は有
限次元 C-ベクトル空間

• 以下、 V (I ) が有限個の解を持つとし、A の構造を使って、
任意の多項式 f の V (I ) 上での値を計算する

• 特に f = xi の時を考えると、解の座標が判る
• f の V (I ) 上での値は、実はある線型写像の固有値となる
• 対応する固有ベクトルが解についての有用な情報を持つ



剰余環の元の行列表現 I

f ∈ C[X] に対し、その掛け算による写像が定まる：

mf : A A

∈ ∈

[g ] [f ][g ]

この写像は次の性質を持つことが簡単にわかる：

Prop. 1

f ∈ C[X] について次が成立：
a mf : A → A は線型写像である
b mf = mg ⇔ f − g ∈ I。特にmf = 0 ⇔ f ∈ I



剰余環の元の行列表現 II

⋆ A は有限次元なので、mf は（有限正方）行列表現を持つ
• 特に、基底単項式 B に関する表現行列を考えるのが都合が
よい。

• 乗算表を求めれば簡単に表現行列が得られる
⇝ 以下、この行列自身も mf と書くことにする
• 上の帰結として mf = m

f
G となる

Exercise 4-1 (例)

以前考察した
G = G = { x2 + 3

2xy + y2

2 − 3
2x − 3

2y , xy
2 − x , y3 − y } で生成さ

れるイデアル I を考える。この時、A = C[x , y ]/I のベクトル空
間としての基底は B = { 1, x , y , xy , y2 } で与えられるのだった。
このとき、mx ,m1,my ,mxy−y2 を求めよ。my2 と (my )

2 はどう関
連するか？その理由は？



剰余環の元の行列表現 III

乗算表を基に計算すれば、

mx =


0 0 0 0 0
1 3/2 0 −3/2 1
0 3/2 0 −1/2 0
0 −3/2 1 3/2 0
0 −1/2 0 3/2 0

 m1 = (単位行列)

また、

my =


0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
1 0 0 0 1
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

 my2 =


0 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
1 0 0 0 1





剰余環の元の行列表現 IV

ここで (my )
2 を計算すると、my2 = (my )

2 となる。更に、

mxy−y2 =


0 0 0 0 0
0 −5/2 1 3/2 0
0 −1/2 −1 3/2 0
1 3/2 0 −5/2 1
−1 3/2 0 −1/2 −1


であり、検算すると mxy−y2 = mxmy − (my )

2 となっている。よ
り一般に、次が成立する。

Prop. 2

f , g ∈ C[X] とすると、
a mf+g = mf +mg

b mf ·g = mf ·mg



剰余環の元の行列表現 V
⋆ 上の定理より、

m(−) : C[X] Md(C)

∈ ∈

f mf

は環準同型となる。
• 準同型定理から、単射準同型 A↣ Md(C) が誘導される。
• Md(C) は非可換だが A は可換なので、これは全射ではない

Cor. 3

h(t) ∈ C[t], f ∈ C[X] とすると、

mh(f ) = h(mf )



固有値と多項式の値 I

• dimA ∈ ∞ より、f ∈ C[X] について { 1, [f ], [f ]2, . . . } は一
次従属。

⇝ 非自明な線型結合
m∑
i=0

ci [f ]
i = 0 (ci ∈ C, (c0, . . . , cm) ̸= 0)

が存在する。
⇝ 剰余環の定義より、これは

m∑
i=0

ci f
i ∈ I (0.1)

と同値
⇝

∑m
i=0 ci f

i は V (I ) 上の任意の点で消える！



固有値と多項式の値 II

• 目標：零次元イデアル I について、V (I )の点を求めたい
• h(t) ∈ C[t], f ∈ C[X] とすると、今までの議論から

h(mf ) = 0 ⇔ mh(f ) = 0 ⇔ [f ] = 0

⋆ h(mf ) = 0 となるような h の全体は C[t] のイデアルを成す。

Exercise 4-2

M ∈ Md(k), IM = { h(t) ∈ k[t] | h(M) = 0 } とおくと、IM は k[t]
のイデアルとなる。

Proof.

簡単。



固有値と多項式の値 III

⋆ IM の非零でモニックな生成元を、M の最小多項式と呼ぶ。
⇝ k[t] は PID なので、h(M) = 0 なら hM |h

⋆ 特に Cayley-Hamiltonより hM はM の固有多項式を割り切る
⇝ 特に k = Cの時、hM の根とM の固有値は一致する！（線型
代数の一般論）

• 以下、mf の最小多項式を hf と書く。この時、以下の三つの
数集合が考えられる：

• 方程式 hf (t) = 0の解
• 行列 mf の固有値
• V (I )上の各点での f の値

⋆ 実は、これらはみな一致する！



主定理とその証明 I

Th. 5

I ⊆ C[X], A = C[X], f ∈ C[X], hf : mfの Aでの最小多項式
とする。λ ∈ Cについて以下は同値：

a λは方程式 hf (t) = 0の解
b λは行列mf の固有値
c λは f の V (I )のある点での値

証明。(a) ⇔ (b) は線型代数の一般論よりOK。
(b) ⇒ (c)。λがmf の固有値であるとすると、それに対応する固
有ベクトル [z ] ̸= 0があって [f − λ][z ] = 0となる。そこで、f の
値が V (I )のどの点でも λと一致しないと仮定して矛盾を導く。
すなわち、V (I ) = { p1, . . . , pm } かつ f (pi ) ̸= λ とする。
そこで、g = f − λとおけば、g(pi ) ̸= 0となる。ここで、二節の
結果から、gi (pj) = δij となるような多項式 gi が取れる。ここで、
多項式 g ′ =

∑m
i=1 gi/g(pi )を考える。すると、各 i について、



主定理とその証明 II

g(pi )g
′(pi ) = 1となるので、零点定理から

1− gg ′ ∈ I (V (I )) =
√
I となる。したがって、ある ℓ > 0があっ

て (1− gg ′)ℓ ∈ I となる。二項定理により展開し、g を因子に含む
項を纏めれば、1− gg̃ ∈ I となる。すると、Aでは関係式
[g ][g̃ ] = 1が成立するので、[g̃ ] は g の乗法逆元である。
ところで、上の議論から [g ][z ] = 0であった。これに両辺から [g̃ ]
を掛ければ、[z ] = 0となるが、これは [z ]が固有ベクトルである
ことに反する。よって λは f の V (I )のある点での値と一致する。
(c) ⇒ (a) λ = f (p) なる p ∈ V (I ) が存在したとする。
hf (mf ) = 0より、系から hf ([f ]) = 0となる。(0.1)より hf (f ) ∈ I
が従うので、hf (f )は V (I )の任意の点で消える。よって
hf (λ) = hf (f (p)) = hf (f )(p) = 0。



実際例 I

Exercise 4-3

引き続き演習問題 1の例を考える。
a Maple などを使って mx の最小多項式が

hf (t) = t4 − 2t3 − t2 + 2t となることを示せ。よって、この
根は t = 0,±1, 2 となる。

b 第一節で開発した手法を用いてこの方程式を解き、hx の根が
f (x , y) = x の V (I )上での相異なる値と一致することを示せ。
同じ x-座標を共有する点が二つあるので、hx の根は五つで
はなく四つしかないことがわかる。

c 同様のことをmy に対しても行え。



実際例 II

> LIB "linalg.lib";

> ring Q = 0,(x,y),lp;

> matrix m[5][5] = 0, 0, 0, 0, 0,...;

> poly f = charpoly(m, "x");

> f/gcd(f, diff(f, x));

x4-2x3-x2+2x

> minipoly(m);

[1]:

_[1]=-1

_[2]=0

_[3]=1

_[4]=2

[2]:

1,1,1,1



実際例 III

以上で (a)は済。(b)。lex についての Gröbner基底を計算すると、

I = ⟨y3 − y , xy2 − x , 2x2 + 3xy − 3x + y2 − 3y⟩

よって、I ∩C[y ] = ⟨y3 − y⟩ であり、y = 0,±1。これらに対応す
る x の値を求めれば、

V (I ) = { (0, 0), (1, 1), (−1, 1), (2,−1), (1,−1) }

となる。よって、f (x , y) = x の V (I )上での値は、{ 0, 1,−1, 2 }
であり、上の一致することがわかる。
(c)について。同様にやれば、hy = y3 − y となる。この根は
y = 0,±1であり、上での答から y = 0以外は同一 y -座標を共有
する点が二つずつあるので、hy の根は三つとなる。



主定理・射影版

⋆ f = xi に対し主定理を適用することで、上の演習と同様の結
果が一般的に得られる。

Cor. 6

I ⊆ C[X] が零次元イデアルだとする。xi に対応する乗算行列mxi

の固有値と V (I )の点の xi -座標の全体は一致する。更に、最小多
項式 hxi (t)の t を xi で置き換えたものが、消去イデアル I ∩ C[xi ]
の一意なモニック生成元となる。

• 次回：これを応用した連立代数方程式の解法を定式化する
• 各 xi の計算に他の xj の解を用いる必要がなくなる
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