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変数の冪による部分空間を使った求解 I

Exercise 4-9

Vi = span { [xi ]j | 0 ≤ j } ⊆ Aとし，Bi = { [1], . . . , [xmi−1
i ] }が Vi

の基底であるとする．
1 乗算行列mxi のこの基底に関する制限mxi ↾ Vi の上の基底に
関する表現行列は何か？ I ∩ k[xi ]の生成元を求める際と同様
に求められることを示せ．

2 mxi |Vi の固有多項式およびその根は何か？

1 上のように連続した冪の形で基底 Bi が取れることも示さな
くてはならないが，これは証明の結果として明らかになる．
[xi ] · [xdi ] = a0d + a1d [xi ] + · · ·+ ami−1,d [x

mi−1
i ]とおく．する

とmxi の基底 Bi に関する表現行列は，m̃xi = (aj ,k)0≤j ,k<mi

となる．今 [1], . . . , [xmi−1
n ]は一次独立なので，

[xi ] · [xdi ] = 1 · [xd+1
i ] (0 ≤ d < mi − 1)



変数の冪による部分空間を使った求解 II

よって，ajd = δj ,d+1 (0 ≤ d < mi − 1)である．また，
I ∩ k[xi ]の生成元を求めるアルゴリズムの性質より，

hi (xi ) = xmi
i − (cmi−1x

mi−1
i + · · ·+ c1xi + c0)

があって I ∩ k[xi ] = ⟨hi (xi )⟩となる．特に hi ([xi ]) = 0より
[xi ]

mi = cmi−1[xi ]
mi−1 + · · ·+ c1[xi ] + c0である．以上より，

ajk =

{
δj ,k+1 (0 ≤ k < mi − 1)

cj (k = mi − 1)



変数の冪による部分空間を使った求解 III

2 上の行列を具体的に書き下してみると，以下のようになる：
0 c0
1 c2

. . .
...

1 cmi−1


これは多項式 hi (xi ) = xmi

i −
∑mi−1

j=0 cjx
j
i の同伴行列である．

よって m̃xi の最小多項式は hi (mi )となる．m̃xi の固有多項式
を χi とおけば，Cayley-Hamiltonの定理から hi | χi であり，
その根は一致する．特に，degχi = deg hi = mi なので，結局
m̃xi の固有多項式は単元倍の差を除いて I ∩ k[xi ]の生成元と
一致する．この時，前回までの議論から χi の根は V (I )の点
の第 i 座標の値と一致する．
この議論を逆に辿れば，[xi ]の生成する部分 k-代数の基底と
して連続する冪を取ってこれることが判る．



変数の冪による部分空間を使った求解 IV

Exercise 4-10

上の演習問題の結果と系 4.6を演習 4の方程式に適用せよ．

mxi の固有値は V (I )の第 i 座標の値全体と一致し，その最小多項
式は I ∩ k[xi ]のモニックな生成元 q(xi )と一致するのであった．
上の結果から q(x)はmxi |Vi の固有多項式でもある．よって，一
般により複雑で高次な行列であるmxi の固有値を求める代わり
に，q(x)の同伴行列の固有値を求める事が出来るだろう．この結
果については，次の問題の後で比較検討する．



第 n座標の値が異なる場合の求解法 I

Exercise 4-16 (Shape lemma)

I =
√
I をゼロ次元イデアルとし，V (I )の第 n座標がみな相異な

るとする．xnが最後に来るような lex順序に関する被約 Gröbner
基底を G とする．

1 |V (I )| = mの時，剰余類 1, [xn], . . . , [x
m−1
n ]が互いに一次独

立となり，従って Aの基底となることを示せ．
2 ある hi ∈ k[xn], deg hi < m (1 ≤ i ≤ n)があって，G は

g1 = x1−h1(xn), . . . , gn−1 = xn−1−hn−1(xn), gn = xmn −hn(xn)
から成ることを示せ．

3 第 n座標が与えられたとき，V (I )の全ての点を求める方法を
与えよ．



第 n座標の値が異なる場合の求解法 II

1 V (I ) = { p1, . . . , pm }とし，pi の第 n座標を p
(n)
i と書くこと

にする．仮定より p
(n)
i は相異なる．

c0 + c1[xn] + · · ·+ cm−1[x
m−1
n ] = 0としよう．このとき

c0 + c1xn + · · ·+ cm−1x
m−1
n ∈ I ∩ k[xn]

である．pi ∈ V (I )より g(pi ) = g(p
(n)
i ) = 0 (1 ≤ i ≤ m)で

ある．よって，g は少なくともm個の異なる零点を持つ．こ
こで g ̸= 0とすると，g は高々m− 1次なのでm個の因子を
持つことに反する．よって g = 0であり，ci = 0．よって
1, . . . , [xm−1

n ]は一次独立である．特に，dimA = mより Aの
基底となる．



第 n座標の値が異なる場合の求解法 III

2 前項より Aの基底として [1], . . . , [xm−1
n ]が取れるので，

[xi ] = a0i + a1i [xn] + · · ·+ am−1,i [x
m−1
n ] (1 ≤ i < n)

[xmn ] = a0n + a1n[xn] + · · ·+ am−1,n[x
m−1
n ]

を満たす aij が一意に存在する．そこで，
hi (xn) = a0i + a1ixn + · · ·+ am−1,ix

m−1
n とおけば，これが題

意を満たすことを示す．特に被約 Gröbner基底の一意性よ
り，G ′ = { g1, . . . , gn }が lexに関する I の被約 Gröbner基底
であることを示せば十分である．

1 G ′ が ⟨G ′⟩の Gröbner基底であること．今，i < j なら LT(gi )

と LT(gj)は互いに素である．よって各 S(gi , gj)は G ′ を法と
してゼロに簡約されることがわかる．よって G ′ は ⟨G ′⟩の
Gröbner基底である．



第 n座標の値が異なる場合の求解法 IV

2 G ′ = I．G ⊆ I ′ は上での定め方より明らかなので，逆向きの
包含関係を示す．f ∈ I を取る．これを g1, . . . , gn により割り
算する：

f = p1g1 + · · ·+ pngn + r

この時，割り算アルゴリズムの性質から r = f −
∑

pigi は
g1, . . . , gn のいずれの先頭項でも割れない．特に
LT(gi ) = xi (i < n)より，r は x1, . . . , xn−1 を含まないので，
r ∈ I ∩ k[xn]となる．今，系 6および演習問題 2.2より，gnは
I ∩ k[xn]のモニックな生成元であるから，gn | r となる．割り
算アルゴリズムの性質から r = 0または deg r < deg f となる
が，deg r < deg f とすると gn が I ∩ k[xn]の生成元であるこ
とに反する．よって r = 0である．以上より f

G ′

= 0となる
ので，f ∈ ⟨G ′⟩となる．

以上より，G ′が I の lexに関する Gröbner基底であることが
判った．特に，各 gi の形から G ′は明らかに被約である．
よって示された．



第 n座標の値が異なる場合の求解法 V

3 xnでの相異なる値が与えられているとする．FGLMアルゴリ
ズムなどにより I の lexに関する被約 Gröbner基底 G を求め
れば，上の議論からこの元は x1, . . . , xn−1を xnで表したもの
になっている．よって G の各元に xnの値を代入すれば，各
点での値が求まる．



比較 I

平均誤差 最大誤差 最小誤差 速度
mxi の固有値 8.4525e−15 3.9088e−14 6.6613e−16 21.62(ms)

左固有ベクトル 7.1401e−14 6.7264e−13 6.3541e−15 296.00(ms)

同伴行列の固有値 3.1256e−12 2.2570e−11 4.0309e−15 105.36(ms)

変数の冪基底
（+第 n座標判定） 1.4177e−6 1.3166e−5 3.9459e−10 208.04(ms)

• 誤差（元のイデアルに代入した値）に関して
• mxi の固有値を直に計算する方法と左固有ベクトル法は大体
近い（左固有ベクトルは乱択なので少しずつ変動がある）

• 同伴行列はそれほど良くはないが，一応使い物にはなりそう



比較 II

• 速度に関して（別紙ベンチマーク参照）
• 乗算回数が一番多い筈の固有値法が一番速い
• 左固有ベクトル法と同伴行列法は三倍ほど差がある

• いずれも消去イデアルの生成元を計算している．プロファイル
を取った所，I ∩ k[xi ]の生成元を求める所で時間を喰っている．

• 現時点では [1], . . . , [xn
i ]が一次従属になるまで繰り返し LU分

解を行って方程式を解こうとしている
• 前の時点での計算結果を捨てているので効率が悪い
• LU分解は n3 オーダーなので，累積で n4 オーダーくらいに
なってしまう

• 線型方程式の解き方を工夫しないと，折角固有値計算の回数を
減らしても効率がかなり悪くなる．

• その他
• 左固有ベクトル法を実装する上で気付いたこと

• いきなり係数の大きな多項式を生成すると誤差が大きく蓄積
する

⇝ 最初は絶対値が 5以下くらいから初めて，失敗する度に段々係
数を大きくする

http://konn-san.com/math/computational-algebra-seminar/2014-01-22-bench.html
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