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本セミナーの目的は、集合論で縦横無尽に使われる強制法について大まかなところを理解し、連続体仮説

（CH）の独立性証明に使えるようになることにある。強制法は、与えられた現在の集合論のモデル（宇宙、univ-
erse）に新たな元を付加して拡張するための一般的な枠組みである。
そもそも強制法が何に使われるのかを知らなければ、その意義は理解できないだろう。強制法の歴史は、その

まま現代集合論の歴史でもある。そこで、初回は強制法の本格的な勉強に入っていく前に、分野としての集合論

の成り立ちを簡単に振り返った上で、強制法の大まかな気持ちと、そもそも強制法が使えると何が嬉しいのか、

ということを何となく把むことを目標とする。そのため、分野としての集合論の雰囲気とその中での強制法の

立ち位置（答え：酸素）についてインフォーマルな概説を与える。

集合論は
ロ ジ ッ ク

数理論理学の一分野であり、したがって一階述語論理の完全性定理や有名なゲーデルの不完全性定理

などの基本定理の上に成り立っている。これらに対する深い理解までは必要ないが、必要な事項については今回

の余った時間と次回以降ちょっと時間を使ってやっていく。
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1 集合論のあけぼの：整列定理と連続体仮説
強制法の手法は、Cohenが連続体仮説の独立性を証明するために導入し、 その後 Solovay、Scott、Vopěnka、
Levyらなどによって一般化されたものである。連続体仮説は集合論のあけぼのからの主要な未解決問題の一つ
であり、集合論の嚆矢とされる次の Cantorの定理に端を発している：

定理 1.1 (Cantor). 実数全体の集合 ℝ の濃度 2 ≔ ℝ は、自然数全体の集合 ℕ の濃度 ℵ ≔ ℕ よ
り真に大きい。つまり、ℕ から ℝ への全単射は存在しない。

Cantorは当初区間縮小法という論法によって上の定理を証明していたが、その後対角線論法による証明を発見
し、現代ではこちらの論法の方が本質的と見られている。可算個の実数を持ってきたときに、対角線上で値が異
なるような実数がつくれるので、自然数全体から実数全体への全射は存在しない、という、集合と位相の講義で
最初にやる最も基礎的で記念碑的な証明である。この論法では、より一般に、𝑋 から 𝒫(𝑋) への全単射が存在し
ないことが示せる。

しばしば集合論は「普通の」数学と隔絶していると思われがちだが、そもそも集合論はあけぼのから実数や実
数から成る集合の性質に関する問題意識と密接に関連している分野である。そもそも Cantorが集合の濃度とい
うものを考える必要に迫られ集合論を創始したのは、「Fourier級数展開の一意性は不連続点がいくつまで成立す
るのか？」という問題意識からであった。Cantorはこの問題を解決するべく、自然数の二つの側面を抽出し、そ
れを無限に一般化した。

定義 1.1 (基数と順序数).
基数または濃度（cardinal, cardinality）とは、全単射の定める同値関係に関する同型類である。基数
の全体を Cd で表す。断らないかぎり、𝜅, 𝜆, 𝜃 などは今後基数を渡る変数とする。
順序数 （ordinal） とは、 整列集合の同型類である。 順序数の全体を On と表す。 断らない限り、𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝜉, 𝜁 などは順序数を渡る変数とする。

基数が「数を算える」ための概念であり、順序数は「帰納法を回す」「一歩一歩構成していく」ための性質を抽出
したものになっている。大事なことは、順序数全体も < = ∈ によって整列されているということである。最
小の無限順序数を 𝜔 として、順序数は 𝜔 + 1,𝜔 + 2,…,𝜔 + 𝜔,…,𝜔 ⋅ 𝜔,…,𝜔 ,…,𝜔 ,…,𝜔 ,…,𝜔 ,… と際限な
く続いていくが、どこからか初めて減少列を取ると、必ず有限列で終わる。

更に、 整列順序が入るような集合に限れば、 無限基数の全体も整列されており、 順序数で添え字づけられ
る、ということを Cantorは発見した。最小の（整列）無限基数を ℵ = ℕ としたとき、無限基数の系列はℵ , ℵ , …, ℵ , …, ℵ + , …, ℵ , … とこちらも際限なく続いていき、特に 𝜔 = ℵ と思うことができる。

これは整列集合のみの対応だが、この対応が成り立ってほしいと思い、Cantorは次の予想を立てた：
予想 1.1 (整列定理). 任意の集合には整列順序が入る。

今日ではよく知られているように、整列定理は選択公理 AC と同値である。Zermeloが 1905年に Z-集合論を
提案したのは、本来妥当と思われる仮定だけからこの整列定理を証明するためであった。しかし、Zermeloは選
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択公理を無意識に当然のものと思って暗黙に仮定しており、Z の公理に含めていなかった。選択公理は超越的
な操作を許しており、その正当性に永らく議論があったが、Fraenkelが 1922年に置換モデル（permutation mod-
el）を使って AC が成り立たない集合論のモデルを構成して見せ、AC は Z や ZF からは従わない公理であるこ
とが明らかになった。その後 1938年、Gödelは ZF のモデルから出発して、ゼロから定義できる集合だけを集め
た構成可能宇宙 𝐋 を導入し、ここでは常に AC が成り立つことを示した。以上から、AC は Z や ZF からは従
わない独立した公理であることが明らかになり、またその有用性から現代数学の基本的な公理系として広く受
け入れられることになった1)。我々も、特に断わらない限り AC は常に当然に成り立つものとして享受する。

なお、Fraenkelの構成した置換モデルは厳密には ZF-集合論のモデルではなく、アトム（atomまたは ure-
lement）と呼ばれる「集合ではない謎の原始的／原子的な元」の存在を許容する公理系 ZFA であった2)。Cohen
は強制法の応用として、アトムを持たない ZF + ¬AC のモデルを初めて構成した。これは対称モデル（sym-
metric model）と呼ばれ、元の宇宙と拡大された宇宙の狭間の宇宙で、置換モデルと似たような議論を適用
して得られる。現在では ZF + ¬AC のモデルの構成になくてはならない道具である。

さて、本セミナーの第一目標は強制法による連続体仮説（Continuum Hypothesis, CH）の独立性証明を理
解することであった。Cantorはこうして ℵ < 2 を証明した後、自然な疑問として「ℵ と 2 の間に位置
するような無限基数は存在するか？」という問題に行き当たった。いいかえれば、無限基数は（選択公理の
下で）ℵ ,ℵ ,ℵ ,…,ℵ ,ℵ + ,… と（真のクラス個の！）無限に続いていくが、2 はこの階層のどこに位置する
のか？ という問題だ。

この疑問を解決するため、Cantorは中間に位置する実数の無限集合がつくれないか試行錯誤を繰り返したが、
直接構成できるような素性のよい（基本開集合や閉集合などで記述できる）集合は、すべて可算濃度 ℵ か連続
体濃度 2 を持つようだった。そこで、Cantorは「そんな中間的な濃度は存在しないであろう」と考えた：

予想 1.2 (連続体仮説). 2 = ℵ であろう。
これこそが連続体仮説である。より高次の無限についても、冪集合を取る操作以外に真に大きな無限基数を見

出す方法が見出せなかったので、Cantorは更に一般連続体仮説（Generalised Continuum Hypothesis, GCH）と
して上を一般化し、世に問うた：

予想 1.3 (一般連続体仮説). 𝜅+ = 2 であろう。
ここで、𝜅+ は無限基数 𝜅 の後続基数であり、ℵ で書くなら ℵ に対する ℵ + のことである3)。この問題は 19

世紀末から 20世紀前半にかけて主要な未解決問題の一つ（二つ？）であった。新世紀を間近に控えた 1900年
1) 以上のような経緯から、「選択公理を使うときは断わらなければいけない」という謎の習慣が生まれがちだが、それを気にしないといけないのはむしろ構成的数

学の専門家か集合論の専門家、特に AC が成り立たないモデルを扱う研究者だけである。こうしたモデルは、実は AC の成り立つモデルの研究にも役に立つもの
ではあるのだが、標準的な現代数学をやる上では特に断わらなくてよい。たとえば、任意の Borel集合がよい性質を持つためには置換公理が本質的に必要な
ことが知られているが、そのことを断わる人間は、集合論者以外にほとんどいないだろうし、その必要もないだろう。

2) 余談だが、置換モデルに始まるアトムつき集合論の研究は、後に理論計算機科学で束縛変数・自由変数・代入などを形式的に扱うための Nominal Setsの理論の
基盤として応用されている。こうした文脈では、アトムつき集合は置換モデルの本格的な研究をした FraenkelとMostwskiの頭文字を取って、FM-setと呼ばれ
ることが多い。

3) 選択公理を仮定しない場合、フォーミュレーションによって GCH や CH は同値になったりならなかったりする。alg-d [1]を参照。
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に開かれた国際数学者会議で Hilbertが挙げた 23の重要問題のうち、いの一番に挙げられたもの CH である。ZFC に CH を付け加えても矛盾しないことは、Gödelが構成可能宇宙 𝐋 を用いて 1940年に証明していた。で
は否定はどうか？ という問題を解決したのが 1963年の Cohenの強制法である。そこから一般的な集合論の
宇宙の構成技法として Solovay、Scott、Vopěnka、Levyらによって一般の強制法や Boole値モデルとして整備さ
れたものが、今回我々の取り組むものである。
Gödelが ZFC + GCH のモデルを構成した構成可能宇宙 𝐋 の基本的な考え方は、空集合から出発して論理式

で一歩一歩定義できる集合だけを集めてくると、選択公理を仮定しなくても ZF + AC + CH が成り立つような
宇宙が内側の宇宙が作れる、ということであった。𝐋 の元はすべてパラメータと論理式で整列できるので AC が
成り立ち、しかも集合は必要最小限なものしかないので、冪集合の数も少なく一般連続体仮説が成り立つ。

逆に Cohen強制法は、与えられた宇宙に外から新たな理想元をたくさん付加することで実数を増やそうとい
う考え方である。強制法の手法自体はさまざまな性質をもった元を宇宙に付加するのに使え、実数以外にもいろ
いろなものを足すことができる非常に一般的な枠組みである。実は、連続体仮説の無矛盾性証明にも強制法を使
うことができる。

強制法は非常に汎用的で普遍的な枠組みなので、複数の見方が可能である。一つは「集合」の定義を多値化
して宇宙を増やしてみる見方（あるいはある主のマクロを考えていると見てもよい）、もう一つはボトムアップに
理想元をフィルターとして構成する方法である。いずれの理解にも数理論理学と基数算術の初歩が必要になるの
で、そうした内容は次回以降扱うとして、今回はそれらの雰囲気を把んでモチベーションを高めてもらうのが主
となるだろう。

2 フィルターと忙しい人のための強制法
強制法というのは、簡単にいうと集合論のモデル 𝑉 に「新たな元」𝐺 を付加し、望んだ性質を持つような新し

い集合論のモデル 𝑉[𝐺] を構成する方法である。強制法で中心的な役割を果すのは生成超フィルター 𝐺 である。
フィルターの概念は集合論や位相空間論をやっていると頻出だが、それ以外の分野ではあまり多く登場しない。
そこで、本編に入る前に、フィルター（特に超フィルター）の直観を養うためのお気持の話をしていこう。
2.1 擬順序集合とフィルター

フィルターは擬順序集合（poset）上で定義される概念なので、まずは擬順序の定義から与える：
定義 2.1 (擬順序). 擬順序集合（pseudo-order4)または preorder、略： poset5)）(ℙ, ≤, 𝟙) とは、≤ が以
下を満たす 𝑃 上の二項関係であることを言う：
1. ≤ は反射的である： ∀𝑥 ∈ 𝑃 𝑥 ≤ 𝑥
2. ≤ は推移的である： ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑃 𝑥 ≤ 𝑦 ∧ 𝑦 ≤ 𝑧 → 𝑥 ≤ 𝑧

4) pseudo-とか quasi-という接頭辞は便利すぎて、違う概念を指す場合も多い。我々の文脈では pseudo-orderといったら以下で定義するもののことだ
が、構成的数学では違う概念を指すことも多いし、形式言語理論などでは quasiorderと呼ぶこともある。

5) 集合論以外の分野では、半順序 partial orderの略を posetとする場合も多い。Posetに反対称律を含めないのは、集合論と周辺分野でのジャーゴンで
ある。
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3. 𝟙 ∈ ℙ は最大元6)である： ∀𝑥 𝑥 ≤ 𝟙
集合論の文脈では、擬順序集合 ℙ のことを強制概念（forcing notion）、擬順序集合の各元 𝑝 ∈ ℙ のことを
強制条件（forcing condition）と呼ぶ。𝑞 ≤ 𝑝 のとき、𝑞 は 𝑝 を拡張する（𝑞 extends 𝑝）と言う。𝑟 ≤ 𝑝,𝑞 を
満たすような 𝑟 ∈ ℙ が取れるとき、条件 𝑝, 𝑞 は両立する（compatible）と言い、𝑝 ∥ 𝑞 と表す。

注意 2.1. 「拡張する」方が ≤ について「小さい」方になっているのに、最初は違和感を覚えるかもしれ
ない。これは、後に出て来る Boole値モデルを考えた際に、偽を 0、真を 1 に対応させようと思ったとき
に整合的になるようにである。

一方で、「拡張する」方が大きい（𝑞 ≥ 𝑝 のときに 𝑞 が 𝑝 を拡張していると思う）と思う流儀もあり、
Hebrew Notationと呼ばれている。これは、集合論の中心地の一つであるイスラエルの集合論者の中で
よく用いられる記法だからである。この文脈では、フィルターではなくイデアルが中心的な概念となる。

擬順序集合を表すメタ変数として、大文字の黒板太字 ℙ, ℚ, … などを用いる。名前がついている特別な擬順序
集合は、𝐂, 𝐃, 𝐁, … のように大文字の太字で表す場合がある。

半順序から反対称律 𝑥 ≤ 𝑦 ⇒ 𝑦 ≤ 𝑥 ⇒ 𝑦 = 𝑥 を外したものが擬順序である。理論構成では反対称律が成
り立つような商を取るが、強制法を使う上では条件が少ない方が楽なので、擬順序を考えることが多い7)。

例 2.1 (擬順序集合の例).
1. 整数全体 ℤ 上の整除関係 𝑥 ∣ 𝑦 ⟺ 𝑥は𝑦を割り切る を考える。このとき、(ℕ, ∣, 0) は擬順序集合で

ある。特に、𝑛 ≠ 0 について 𝑛 ∣ −𝑛 ∣ 𝑛 であるが、𝑛 ≠ −𝑛 であるので、擬順序ではあるが半順序
ではない。

2. 集合 𝑋 について、冪集合 (𝒫(𝑋), ⊆, 𝑋) は擬順序集合である。
3. 集合 𝑋 について、𝑋 上の有限列の全体 < 𝑋 = (𝑥 ,𝑥 ,…,𝑥 − ) 𝑛 < 𝜔,𝑥 ∈ 𝑋 上の逆向きの

包含関係 𝜎 ≤ 𝜏 ⟺ 𝜎 ⊇ 𝜏 を考えると、(< 𝑋, ≤, ∅) は擬順序集合である。
擬順序集合が強制概念とも呼ばれるのは、擬順序集合が何らかの意味で宇宙に付加したい「理想元」「新た

な概念」𝐺 の近似の集まりだと思えるからである。「新たな概念」じたいはこの宇宙になくても、その宇宙か
ら手の届く範囲での「近似」の候補全体を考えることはできる。その「近似」の全体を自由度を基準に順序
づけたものが擬順序集合＝強制概念であり、個別の元 𝑝 ∈ ℙ は理想元の最終的な性質を決定する条件と見做
せる。なので、各元のことを「強制条件」と呼ぶのである。

最後の例である < 𝑋 は、𝑋 上の長さ 𝜔 の無限列の近似全体を考えていることに相当する。𝑛 = lh(𝑝) < 𝜔 な
る強制条件 𝑝 ∈ < 𝑋 は、 最終的な無限列の 𝑛-桁めまでの近似に相当する。< 𝑋 はあくまでも候補の 「全
体」 に過ぎず、「理想元」 ＝ 「全ての条件を同時に満たすような 𝑋 の無限列」 は存在しない。 たとえば、𝑋 = 2 = 0, 1 のときを考えると、 0, 1, 0 と 0, 0, 1, 0 はそれぞれ無限列の近似だと思える訳だが、二桁め
が異なるため、これらを同時に拡張したような無限列は明らかに存在せず、両条件は両立しない。
6) 反対称律を仮定していないので、ℙ は複数の相異なる最大元を持ち得ることに注意する。
7) 理論的には最大元 𝟙 がなくてもよい（後から付加すりゃいい）が、理論の記述が楽になるので入れられている。
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つまり、条件の全体のうち、近似として両立するような条件から成る部分集合を考えるための概念が必要に
なる。それこそがフィルター（およびその双対概念であるイデアル）であり、強制法の主役を張る概念である：

定義 2.2 (フィルターとイデアル). 以下、ℙ を擬順序集合とする。
1. ℱ ⊆ ℙ がフィルター def⟺
(a) 𝟙 ∈ ℱ ≠ ℙ
(b) 上に閉： ℱ ∋ 𝑝 ≤ 𝑞 ⟹ 𝑞 ∈ ℱ
(c) 二元が両立： 𝑝, 𝑞 ∈ ℱ ⟹ ∃𝑟 ∈ ℱ 𝑟 ≤ 𝑝, 𝑞

2. 超フィルター（ultrafilter）とは、包含関係について極大なフィルターのことである。
3. イデアルはフィルターの双対である。つまり、ℐ ⊆ ℙ がイデアル8) def⟺
(a) ∅ ≠ ℐ ≠ ℙ
(b) 下に閉： 𝑞 ≤ 𝑝 ∈ ℐ ⟹ 𝑞 ∈ ℐ
(c) 二元が上界を持つ： 𝑝, 𝑞 ∈ ℐ ⟹ ∃𝑟 ∈ ℐ 𝑝, 𝑞 ≤ 𝑟

4. 素イデアル（prime ideal）または極大イデアル（maximal ideal）とは、極大なイデアルのこと
である。

本節ではイデアルは使わないが、のちのち重要になってくるので導入だけした。以下ではフィルターについて
考えていく。

フィルターは上述の通り両立する強制条件の集まりである。中でも超フィルターは両立する条件たちを極限ま
で集めてきたものだと思え、これこそが強制法により付加したい理想元・新概念に対応するものになる。

この事を見るために、もう一度 < 𝑋 の例を考えてみよう。𝐹 ⊆ < 𝑋 をフィルターとすると、条件 (c)から任
意の二元 𝑝,𝑞 ∈ 𝐹 は両立しており、特に 𝑝 ∪ 𝑞 は長さ max lh(𝑝), lh(𝑞) の有限列となることがわかる。なぜな
ら、順序の定義から 𝑟 ∈ 𝐹 がとれて、𝑝,𝑞 ⊆ 𝑟 なっているので、𝑝,𝑞 はいずれも 𝑟 を一定桁までに制限したものに
なっているからだ。この事から、特に 𝜎 = 𝐹 とすると、𝜎 は 𝑋 の元から成る高々長さ 𝜔 の列を一意に定
めることがわかる。

特に 𝒰 が < 𝑋 の超フィルターだとしてみる。すると 𝜎 は必ず長さ 𝜔 の無限列になることがわかる。なぜ
なら、もし 𝑛 = lh(𝜎) < 𝜔 とすると、𝒰 の任意の元の長さは高々 𝑛 である。このとき、適当な 𝑥 ∈ 𝑋 をと
れば、𝒰 = 𝒰 ∪ 𝜎 ∪ (𝑛, 𝑥) は 𝒰 を真に含むフィルターであるが、これは 𝒰 の極大性に反する。

逆に、無限列 𝜎 : 𝜔 → 𝑋 が与えられたとき、𝒰 ≔ 𝑝 ∈ < 𝑋 𝑝 ⊆ 𝜎 は < 𝑋 の超フィルターとなるこ
とはすぐわかる。そして、この 𝒰 ↦ 𝜎 と 𝜎 ↦ 𝒰 の対応が互いに逆演算になっており、< 𝑋 の超フィル
ターを考えることと、𝑋 の無限列を考えることは本質的に同じことになっていることがわかるだろう。

例 2.2 (Cauchy列を近似する擬順序). 実際の議論で扱われることは少ないが、みんなが良く知ってい
る実数を超フィルターとして見る例を考えてみよう。実数の定義には Cauchy列と Dedekind切断の例
があるが、ここでは扱いやすい Cauchy列を考えてみる。Cauchy列は「誤差がゼロに収束していく有理数
の無限列」だったので、上の < 𝑋 の例のように、有理数の有限列と誤差の組の上に「部分的な Cauchy

8) Boole代数を擬順序集合と見做した時のイデアルと、可換環と見做したときのイデアルの概念は一致する。素イデアルもそうである。
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列」であることを表す順序を入れてみよう：ℙ ≔ (𝑝, 𝑁) 𝑁 < 𝜔, 𝑝 ∈ < ℚ(𝑝, 𝑁) < (𝑞, 𝑀) def⟺ 𝑁 > 𝑀 ∧ 𝑝 ⊋ 𝑞 ∧ ∀𝑖, 𝑗 ∈ [ lh(𝑞) − 1, lh(𝑝)) 𝑝 − 𝑝 < 2−
気持ちとしては、強制条件 (𝑝,𝑁) ∈ ℙ は、部分的な Cauchy列 𝑝 であって、伸ばす先の候補を 2− の

開球から選ばなくてはならないようなものである。こう考えれば、ℙ の超フィルターが与えられたとき、
その第一成分の集合和をとれば、Cauchy列が定まることがわかる。逆に実数が与えられた場合、その 2-
進展開を考えて適当な桁で打ち切ったものたちが生成するフィルターを考えれば、超フィルターが得ら
れる。これらは完全な逆にはなっていないが、Cauchy列の間の標準的な同値関係を考えればほぼ一対一
対応を与えるものになっている。

この例は、あくまでも Cauchy列という近似をフィルターでも表示できる、という例示の意図であり、
同値関係等が面倒臭いので、実用上強制法で実数を扱うときにこの擬順序使うことはない。また、集
合論者が 「実数」 というと何らかの非可算ポーランド空間の元であれば何でもよく、 特に Baire空間𝒩 = 𝜔 やカントール空間 𝒞 = 2 の元を指すことが多い。

2.2 Cantorの対角線論法と強制法
話を Cantorの対角線論法に戻そう。 ℵ < 2
よく知られている上式 Cantorの定理の証明は、可算無限個の実数を持ってきたときに、その対角線で必ず

異なるような実数を作ることができ、したがって可算個では実数は取り尽せない、というものだ。ここでは見
方を変えて、この証明をフィルターの言葉で書き直して見てみよう。対角線論法で直接実数を扱うのは、端点
での値の一意性が効いてきて面倒（1.0 = 0.999… などを考えよ）なので、ここでは実数の代わりに 0, 1 の無
限列の全体 2 を使って、𝜔 から 2 への全射が存在しないことを示すことにする。前節での議論から、< 2 の
超フィルターを考えることと、 2 の元を考えることは同じことだったから、𝐂 ≔ < 2 のいい感じの超フィル
ターを作ることを考えよう。逆包含関係で順序を入れた 𝐂 を Cohen強制法と呼ぶ。

そこで、可算個の「実数」の一覧が 𝑓 ∈ 2 𝑖 < 𝜔 として与えられたとしよう。このとき、𝐷 ⊆ 𝐂 を「ど
こかで 𝑓 と異なる値を取る条件」の集合とする：𝐷 = 𝑝 ∈ < 2 ∃𝑖 < lh(𝑝) 𝑝(𝑖) ≠ 𝑓 (𝑖)
各 𝐷 は最終的に条件を貼り合わせてできる無限列が「𝑓 とどこかで異なる」ということを表していると思え
る。全ての 𝑓 と異なるような実数を構成したかったので、今回の目標は全ての 𝐷 たちと交わるような超フィ
ルター 𝒢 を作ることである。実は、𝐷 たちは個別に見れば次の意味で「普遍的に成り立つ性質」だと思える：

補題 2.1. 任意の 𝑝 ∈ < 2 および 𝑛 < 𝜔 に対して、𝑝 を拡張するような（つまり、𝑞 ≤ 𝑝 となるよう
な）元 𝑞 ∈ 𝐷 の元が取れる。

証明 𝑝 は有限桁なので lh(𝑝) = 𝑘 とする。そこで 𝑞 ≔ 𝑝 ∪ (𝑘, 1 − 𝑓 (𝑘)) として末尾に 𝑓 と異なる値を
7



付け足してやればよい。
このように「どんな条件もそれを満たすよう拡張できる」強制条件の集合を稠密集合と呼び、指定された稠密

集合の族 𝒟 の全ての要素と同時に交わるような超フィルターを 𝒟-生成超フィルター（generic filter）と呼ぶ。
定義 2.3. ℙ を擬順序集合とする。
1. 𝐷 ⊆ ℙ が ℙ で稠密9)（dense）def⟺ どんな 𝑝 ∈ ℙ に対しても、𝑞 ≤ 𝑝 となる 𝑞 ∈ 𝐷 が存在する。
2. 𝒟 を集合族とする。フィルター 𝐺 ⊆ ℙ が 𝒟-生成的フィルター（𝒟-generic filter）def⟺ 𝐷 ∈ 𝒟 な

る任意の ℙ-稠密集合 𝐷 ⊆ ℙ について 𝐷 ∩ 𝐺 ≠ ∅ となること。
今の状況を上の定義を使って言い換えれば、𝐷 たちは 𝐂 の稠密集合であり、今回の目的は 𝐷 𝑛 < 𝜔 -

生成的フィルターを取ろう、ということだった訳だ。その上で便利なのが次の定義と補題である：
定義 2.4. 𝐵 ⊆ ℙ がフィルター基（filter base）def⟺ ∅ ∉ 𝐵 ≠ ∅ かつ ∀𝑝,𝑞 ∈ 𝐵 ∃𝑟 ∈ 𝐵 𝑟 ≤ 𝑝,𝑞 とな
ること。つまり、フィルターの定義のうち上に閉じている条件を除いたもの。

補題 2.2. 任意のフィルター基 𝐵 はそれを含むフィルター 𝐹 に拡張できる。

証明 𝐹 ≔ 𝑝 ∈ ℙ ∃𝑞 ∈ 𝐵 𝑞 ≤ 𝑝 とせよ。

補題 2.3. 𝐹 ⊆ 𝐂 を Cohen強制法上のフィルターとする。もし任意の 𝑛 < 𝜔 について、lh(𝑝) ≥ 𝑛 な
る 𝑝 ∈ 𝐹 が取れるなら、𝐹 は 𝐂 の超フィルターである。

証明 このとき 𝑥 = 𝐹 は 2 の元となる。このとき、𝑥 の有限部分全体から成る集合 𝑈 は超フィルター
となることを既に見たが、明らかに 𝑈 ⊆ 𝐹 である。
Proof of Theorem 定理 1.1 . 上の補題から、次を満たすように 𝑓 ∈ 𝐂 𝑖 < 𝜔 を取ればよい：
1. lh(𝑝 ) = 𝑛
2. 𝑝 + ≤ 𝑝
3. 𝑝 + ∈ 𝐷 ∩ 𝐸
このとき、取り方から 𝑝 𝑖 < 𝜔 は明らかにフィルター基なので、これの生成するフィルター 𝐺 が取れる。

取り方から 𝐹 は全ての長さの条件を含むので、最後の補題から 𝐺 が求める 𝒟-生成的超フィルターとなる。
では取っていく。 が、 これはもうただの対角線論法である。𝑝 が三条件を満たすように取れているとする

（𝑛 = 0 のときは空列なので自明）。このとき、𝑝 + (𝑛) ≔ 1 − 𝑓 (𝑛) とすれば、𝑝 + (𝑛) ≠ 𝑓 (𝑛) となるので、𝑝 + ∈ 𝐷 が満たされている。よって帰納法から望む 𝑝 𝑖 < 𝜔 が取れた。
定理定理 1.1の証明だけ考えれば、この証明はわざわざフィルターと稠密集合をつかって証明を焼き直しただ

9) これは、下閉集合を基本開集合として生成される位相で稠密集合になっている、という条件と同値である
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けに見える。しかし、大事なのは、稠密集合と生成超フィルターの言葉を使うことで、対角線論法の本質を一般
的なフレームワークとして抽出できる、ということだ。そして、これこそが強制法の基本的な考え方に外なら
ない。

今回は一つこの世にある実数のブラックリストからそこに載っていない実数を一個とりだしてくるのに稠密集
合と生成的フィルターを使った方法を使った。一方で、連続体仮説は「実数はいくつあるのか？」という問題
だった。なので、連続体仮説を破るには、素朴に考えるとたとえば新しく ℵ 個の実数をつけ足すことができれ
ばよさそうだ。ここに、上で使った手法を応用できないだろうか？ たとえば、実数 𝑥 ∈ 2 を一つ固定したと
き、以下の集合を考えてみよう： 𝐷 ≔ 𝑝 ∈ 𝐂 ∃𝑖 < 𝜔 𝑝(𝑖) ≠ 𝑥(𝑖) (1)

すると、これは上で対角線論法を焼き直した際に 𝐷 が稠密であったのとちょうど同じ理由で、𝐂 で稠密になっ
ていることがわかる。また、𝐸 ≔ 𝑝 ∈ 𝐂 lh(𝑝) ≥ 𝑛 と置けば、これも足りない分を任意に伸ばせば
よいだけなので稠密集合である。

これを踏まえれば、「この世に存在する全ての実数 𝑥 ∈ 2 について 𝐷 と 𝐸 について生成的なフィルター」
が取れれば、宇宙に存在しない新しい実数を足すことができそうだ。なので、この作業を ℵ 回繰り返してみれ
ば、少なくとも ℵ 個の実数が存在し、ℵ < ℵ < ℵ = 2 となって、CH が破れているような宇宙が出来るの
ではないか？ ……これが、強制法による連続体仮説の破り方の基本的な考え方である。

もちろん、これはあくまで素朴な考え方であって、考慮しなければならないことはたくさんある：
1. 「今の宇宙にない実数」を足すような行為を、どうやって正当化できるのか？
2. そもそも、ℵ とか 2 とかがこの宇宙と同じだとどうして思っていいのか？
3. 無理矢理 ℵ 個の実数を足しても、その過程で ℵ やら ℵ も潰れてしまって、結局 ℵ = ℵ になってし

まうかもしれない。
最初の問題を解決するのが強制法の理論構成であり、数理論理学の道具を使って不完全性定理を回避しつつ挑
むことになる。2番目の問題についても、数理論理学的な手法によってどういった概念が保たれ、どういった
概念が破壊されるのかを分析する必要がある。最後の問題については、「存在しない実数」を一気に ℵ 個足
すとき、それに使う擬順序がどのような無限組合せ論的性質を持つかを分析することで、新たな宇宙でどの基
数が保たれどの基数が破られるのか判断することができる。したがって、本セミナーの当面のゴールはこうした
問題とその解決方法について、ある程度注意すべき点を押さえつつ大まかに理解することである。

3 強制法により広がる宇宙：「多値集合論」としての強制法＝ Boole値モデル
無限組合せ論についてはやるしかないので、ここでは最初の問題である「ない元の増やし方」がどのように正

当化されるのか、ロジックの詳細に立ち入らない範囲で雰囲気だけ紹介していく。強制法の定式化には、大きく
分けて二つの流儀がある：
1. ZFC の可算推移的モデル （c.t.m.）𝑀 を考え、𝑀 に属する稠密集合に対する全てに対する生成的フィル

ター 𝐺 を直接構成して、𝑀[𝐺] を直接さわる流儀
2. 新しい宇宙の元の「名前」の全体 𝑉 ℙ と強制関係（forcing relation）𝑝 ⊩ 𝜑 を定義して、宇宙全体の強制拡

大を考える流儀
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それぞれが異なる使い勝手を持つので、同じ研究者でも論文によってそれぞれの流儀を使い分けることがある。
また、強制関係を使えば事実上 𝑉 上の生成的フィルター 𝐺 を取っていると思うことができるため、いちいち

「c.t.m.を取る」とは言わずにあたかも 𝑉 上の生成的フィルター 𝐺 を取って議論する形で書いてしまう場合も多
い。このセミナーでは、後者の 𝑉 ℙ を使った流儀で強制法を定式化し、慣れてきたらいきなり 𝐺 を取るようにす
る。強制関係を天下り的に与えてもよいが、それだと直観が掴みづらいところがある。そこで、本セミナーでは
完備 Boole代数 𝔹 を使った Boole値モデル 𝑉 𝔹 とそこでの真偽値の定義を先にやり、そこから一般の擬順序の
強制関係を導く、という形を取ることにする。

0

On

𝜔𝜔𝜔
⋮

𝑉
Boole値モデルの考え方を見るために、最初に集合の累積的階層（cumulative

hierarchy）について復習しておこう。
集合論においては、現在作業している集合論のモデルのことを集合の宇宙 𝑉 と

呼ぶ。右図は集合論者が「宇宙」と言ったときに思い浮かべる一般的なイメージ
である10)。ZF では（特に、von Neumannの基礎の公理の下では）、この宇宙は
以下のように空集合からはじめて順序数に沿って冪集合を取っていくことで得ら
れる。これを、集合の累積的階層（cumulative hierarchy）と呼ぶ。𝑉 ≔ ∅𝑉 + ≔ 𝒫(𝑉 )𝑉 ≔ < 𝑉 (𝛾 : limit)

ここで、冪集合というのは特性関数を介して考えれば、𝒫(𝑋) ≅ 𝜒 𝜒 : 𝑋 → 2 と見做すことができるの
を思い出そう。つまり、𝑋 の部分集合 𝑆 ⊆ 𝑋 というのは、𝑋 の各元 𝑥 ∈ 𝑋 に対して、「その集合に属する
かどうか？」という真偽値を返す関数 𝜒 : 𝑋 → 2 と一対一に対応しているといわけだ：𝜒 (𝑥) = 0 (𝑥 ∉ 𝑆)1 (𝑥 ∈ 𝑆)
集合論では、こうした関数の集合をしばしば 2 と書く11)。つまり、上を書き直せば次のようになる：𝑉 = ∅ 𝑉 + = 2 𝑉 = < 𝑉 (𝛾 : limit).

さて、強制法の目的の一つは、「この宇宙に存在しない理想元」を考えることにあった。そこで、この累積階層
の構成を真似して、集合概念を「拡張」できないだろうか？ ところで、計算機科学分野では、2 = 0,1 の元を
偽・真と対応させて Boole代数とか Boole値と呼ぶことが多い。しかし、厳密には 2 は二値 Boole代数と呼ば
れるもので、これを一般化した Boole代数という代数系が定義できる：

定義 3.1. 以下を満たす 𝔹 = (𝔹, 𝟘, 𝟙, −, +, ⋅, ≤) を Boole代数と呼ぶ：
1. ≤ は 𝐵 上の半順序である。

10) 強調ではなく、集合論者に「宇宙の絵を描いてくれ」というと、十人中百人がこの図を描くだろう
11) 完全に好みで、普通のベキのように 2 と書く人も沢山いる。私は定義域・値域の順に並ぶのが好みなのと、概念や論理式を相対化する際に右肩に書く記

法と衝突するので、この記法を多用する。
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2. 𝟘, 𝟙 はそれぞれ ≤ に関する最小・最大元である。
3. 任意の二元 𝑝, 𝑞 ∈ 𝔹 に対して、𝑝 + 𝑞, 𝑝 ⋅ 𝑞 はそれぞれ二元の上限・下限を与える。
(a) つまり 𝑝, 𝑞 ≤ 𝑝 ⋅ 𝑞 かつ ∀𝑟 𝑝, 𝑞 ≤ 𝑟 ⟹ 𝑝 ⋅ 𝑞 ≤ 𝑟 が成り立つ。+ についてはこの双対を

取った性質が成り立つ。
4. 𝑝 ∈ 𝔹 に対し、𝑝 の補元（complement）−𝑝 は、𝑝 + (−𝑝) = 𝟙 および 𝑝 ⋅ (−𝑝) = 𝟘 を満たす。

更に 𝔹 の濃度 𝜅-未満の任意の部分集合 𝐴 ⊆ 𝔹 に上限 𝐴・下限 𝐴 が存在するとき、𝔹 を 𝜅-完備
Boole代数と呼び、濃度の制限なく上限・下限が存在する Boole代数を完備 Boole代数（cBa）と呼ぶ。

注意 3.1. 測度論で Borel集合族のことを 𝜎-代数などといったりするが、これは 𝜎-Boole代数のこと
である。𝜎 は最小の非可算基数 𝜔 の古い別名である。

注意 3.2. Boole代数の演算を −, +, ⋅, , ではなく ¬, ∨, ∧, , で書く流儀もメジャーである。
本稿では論理記号との衝突を避け、環としての構造に思いを致すため、代数的な記号の方を採用する。

気持ちとしては、−, +, ⋅ が論理結合子 ¬, ∨, ∧ に対応し、 , は量化子 ∃, ∀ を模倣したいという事に
なる。2 = 0,1 の各元を偽・真と対応させれば、2 には明らかに完備 Boole代数の構造が入る12)。そこで、𝑉 の
累積的階層で 2 の果していた役割を完備 Boole代数 𝔹 で置き換えれば、𝔹-値モデル（または 𝔹-nameの全体）𝑉 𝔹 が得られる： 𝑉 𝔹 ≔ ∅𝑉 +𝔹 ≔ 𝔹𝔹 = 𝑓̇ 𝑓̇ : 𝑉 𝔹 → 𝔹𝑉 𝔹 ≔ < 𝑉 𝔹 (𝛾 : limit)𝑉 では集合 𝑆 は与えられた別の集合 𝑥 に対して、0, 1 で「所属確率」を返すものだったが、この 𝑉 𝔹 では、𝔹-
値集合 𝑆̇ はかわりに 𝔹-値確率 𝑥̇ ∈ 𝑆̇ 𝔹 を返すものに拡張しているわけだ。

また、ZF では集合というものは ∈-関係について整礎木を成しており、これが 𝑉 が空集合から冪を取る操作
で 𝑉 が尽せるという事を保証していた。一方、𝑉 𝔹 はこの木構造の各枝の候補が与えられていて、特定の条件が
満たされたときだけに確率的に伸びる、というようなものだとも思える。これは、ある意味でプログラミングで
マクロによってコードを生成する際に、動的に構文木を生成する条件を記述するようなものになっている。進ん
だ命題の無矛盾性証明には、反復強制法という強制法を超限回繰り返すような手法が使われることになり、ここ
では「解釈後に 𝔹-値集合になる ℂ-値集合」のような入れ子の構造が現れるが、これも多段階計算のようなもの
だと思うことができる。非常に大雑把な言い方をすれば、𝑉 𝔹 は、各項に 𝔹-値集合を対応させる集合論の表示的
意味論のようなものだと思ってもよい。これはあくまでもお気持ではあるが、強制法の Boole値モデルとしての
定式化に主要な役割を果した Scottが、プログラミングの表示的意味論の嚆矢である領域理論の創始者でもあり、
そこでも半順序が重要な役割を果していることを考えると、比喩としてはそこまで失当ではないだろう。

閑話休題。集合概念を 𝔹-値「確率」つきに一般化したが、これで実際に新しい元を増やせているのか？ と
12) ちなみに、完全に今回の趣旨から外れるが、直観主義集合論では 2 すら完備になるとは限らない。なんてこった ……
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いう疑問があるかもしれない。そもそも、モデルというからには、何らかの形で論理式に対する意味論を与えて
やる必要がある。幸い、我々は「真偽値っぽく振る舞う」𝔹 に基づいて新たな宇宙の対象を作っているので、これ
を使おう。こんな感じで（厳密ではないが）𝔹 上の真偽値 𝜑 𝔹 を定義できる：𝑥̇ ∈ 𝑆̇ 𝔹 ≔ 𝑧∈̇ (𝑆̇) 𝑆̇(𝑧)̇ ⋅ 𝑥̇ = 𝑧̇ 𝔹, 𝑥̇ = 𝑦̇ 𝔹 ≔ 𝑥̇ ⊆ 𝑦̇ ⋅ 𝑦̇ ⊆ 𝑥̇ 𝔹,¬𝜑 ≔ − 𝜑 , 𝜑 ∨ 𝜓 ≔ 𝜑 + 𝜓∃𝑥 𝜑(𝑥) ≔ ∈ 𝔹 𝜑(𝑥) 𝔹 ∀𝑥 𝜑(𝑥) ≔ ∈ 𝔹 𝜑(𝑥) 𝔹𝜑 = 𝟙 であるとき 𝜑 は真であると考え、𝑉 𝔹 ⊨ 𝜑 と書く。

こうして定めた真偽値は演繹を保存し、𝑉 𝔹 ⊨ ZF であり更に 𝑉 で選択公理が成り立つなら 𝑉 𝔹 ⊨ AC とな
ることがわかる。また、𝑉 の集合 𝑥 ∈ 𝑉 に対し、再帰的に 𝑥 ≔ (𝑦, 𝟙) 𝑦 ∈ 𝑥 と定めると、これは明ら
かに 𝑥 ∈ 𝑉 𝔹 となるので、この 𝑉 𝔹 は 𝑉 のある意味で拡張になっている。

更に、この宇宙には、(𝑉, 𝔹)-生成的フィルター 𝐺̇ という特別なオブジェクトが存在している。これ自体の定
義は簡単で、次のように定められる： 𝐺̇ ≔ (𝑏, 𝑏) 𝑏 ∈ 𝔹

𝔹 𝐺

0

On

𝜔𝜔𝜔
⋮

𝑉 𝑉[𝐺]そう ……ちょうど 𝔹 の対角線を取っている。すると、次が言える：𝑉 𝔹 ⊨ ∀𝐷 ∈ 𝑉 𝐷 ⊆ 𝔹 : 稠密 ⟹ 𝐺̇ ∩ 𝐷 ≠ ∅𝑉 𝔹 の中で 𝐺̇ は (𝑉, 𝔹)-生成超フィルターになっているのだ13)！ これこそ正に
我々の欲しかったものだ。 更に、𝑉 𝔹 の中では、 自分自身は 𝑉 と生成超フィル
ター 𝐺 を含む最小の宇宙 𝑉[𝐺] になっているように見えている。𝑉 で (𝑉, 𝔹)-生
成的フィルターは取れない（たとえば 𝑉 の全ての実数と異なる実数を付加する強
制法を考えよ！）ので、𝑉[𝐺] は（𝔹 が非自明なら）𝑉 を真に拡張する宇宙になって
いることがわかる。

こうした事実の証明には結構手間がかかる（修士 1年の最初の半年くらい）。なので、本セミナーでは、次回以
降証明の詳細には立ち入りすぎない範囲で、注意の必要な場所や証明のアイデアを伝えられるような範囲で取り
扱っていく予定である。また、以上では真偽値を使ったが、基礎モデルで選択公理（より厳密には Boole素イデ
アル定理）を仮定してよければ、𝑉 𝔹 を 𝔹 の超フィルターで割ることで、二値的なモデルを得る事もできる。こ
れが Hamkinsら [2]による強制法の自然主義的正当化（Naturalist Account of Forcing）だが、こちらも余力があ
れば触れよう。
3.1 余談：強制法・ Boole値モデルで（無矛盾性と関係ない）定理を証明する

強制法の主要な活躍分野は無矛盾性証明だが、一方で強制法を使って ZFC の（無矛盾性以外の）定理を証
明するとか、インフォーマルな記法を正当化するという使い方もできる。強制法を使って 𝑉 における定理を証
明する主要な方法は、大きく分けて三つにわかれる。

一つは、𝑉 にないという事を示すためにあるとして 𝑉[𝐺] で議論をし矛盾を導くもの。この例としては、Suslin
13) 前節の用語でいえば、𝒟 ≔ 𝐷 ∈ 𝑉 𝐷 : 𝔹で稠密 と置いたとき、𝐺̇ は 𝑉 𝔹 で 𝒟-generic、ということだ
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木から ℝ への順序保存写像が存在しないという定理や、セミナーの後半の方でおるうぇ君が話す定常集合の分割
数に関する定理の証明などがある。

二つめは、𝑉 と 𝑉[𝐺] とで真偽が一致する命題を証明する際に、𝑉[𝐺] で命題の証拠をでっちあげて、この証拠
自体は 𝑉 にはないけど真偽は一致するのでなんか 𝑉 でも成り立ちますよ、という鮮かな詐欺みたいな論法であ
る。𝑉 と 𝑉[𝐺] では有限の世界は全く変わらないし、命題の複雑性が十分低ければ（𝛥 -論理式や 𝛴 -概念など）
一定の条件下で真偽は保たれる。この例としては、Erdősと Hajnalによる有限グラフ理論の予想の Shelahによ
る証明がある。Erdősと Hajnalの予想は、「4頂点の完全グラフ 𝐾 を含まないような有限グラフで、辺を 2色で
塗り分けた際に、かならず同じ色の三角形が含まれるようなものは存在するか？」という問題であった。Shelah
はこれを肯定的に証明したが、具体的なグラフを与えるのではなく、強制法を使って ℵ -色で塗り分けても同色
の三角形が取れるような無限グラフを 𝑉[𝐺] でつくり、コンパクト性からそんな有限グラフが 𝑉[𝐺] で存在する
ことをまず示した。で、これは有限なので、𝑉 に既にあるよね、という論法だ。ね？ 詐欺みたいでしょ。

三つめは、Boole値モデルが ZFC を満たすことを使って、ZFC の定理を 𝑉 𝔹 で解釈し、その真偽値が 𝟙 であ
るということを解釈して別の定理に翻訳する、という手法である。Solovayら提唱した Boole値解析（Boolean-
valued analysis）と呼ばれる手法がその主要例であり、竹内外史による英語の詳細なモノグラフがある（竹内 [3]
の第 1部）。
Boole値解析の例を示そう。いま、(𝑋, ℬ, 𝜇) を 𝜎-有限な 𝜎-加法的測度空間とし、𝐌𝐁 ≔ ℬ/𝗇𝗎𝗅𝗅 を測度代

数と呼ぶ。ここで、𝗇𝗎𝗅𝗅 は 𝜇-測度零集合の成す ℬ 上のイデアルである。𝜎-有限性から 𝗇𝗎𝗅𝗅 は 𝜎-飽和性とい
う特別な性質を満たし、𝐌𝐁 が可算和・共通部分などで閉じていることから、𝐌𝐁 は完備 Boole代数となる。

これを考えると何が嬉しいのかというと、 実は 𝑉 における実数 𝑥̇ ∈ ℝ は、𝑉 における可測関数ℱ𝑥̇ : 𝑋 → ℝ と一対一に対応するのだ14)！ すると、𝑉 における実数列 𝑢̇ ∈ ℝ < は、𝑉 での可測関
数の列 𝑓 : 𝑋 → ℝ < に対応する。 このとき、𝑉 で 𝑢̇ ⟶ 𝑣 (𝑖 → ∞) が成り立つことと、𝑉 でℱ(𝑥) 𝑚𝑡𝑚𝑡 − 𝑠𝑢𝑏 ℱ(𝑥) (𝑖 → ∞) が成り立つことは同値であることがわかる。

たとえば、ここで実数の連続性公理「任意の上に有界な実数の集合は上限を持つ」を思い出してみよう。こ
れを 𝑉 で解釈すれば、次のような定理になる：

定理 3.1. 𝑋-可測関数からなる集合 𝒮 と可測関数 𝐹 : 𝑋 → ℝ が存在したとする：∀𝑓 ∈ 𝒮 𝑓(𝑥) ≤ 𝐹 (𝑥) for a.e. 𝑥 ∈ 𝑋
面倒なので、以下 𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) for a.e.を 𝑓 ≤𝗇𝗎𝗅𝗅 𝑔 と略記する。このとき、𝑋-可測関数 𝐹 * : 𝑋 → ℝ で
次を満たすものが存在する：
1. 𝐹 * は殆んど至るところで 𝒮 の上界： ∀𝑓 ∈ 𝒮 𝑓 ≤𝗇𝗎𝗅𝗅 𝐹 *
2. 𝐹 * は殆んど至るところ最小の上界： ∀𝐺 : 𝑋 → ℝ 可測 𝒮 ≤𝗇𝗎𝗅𝗅 𝐺 ⟹ 𝐹 * ≤𝗇𝗎𝗅𝗅 𝐺

これは測度論の基本的な定理の一つで、通常は愚直に証明されるが、なんと実数の連続性公理を 𝑉 で解釈
するだけで自動的に従ってしまうのだ！

また、これはあんまり言及している人がみつからないのだが、測度代数による Boole値モデルは、しばしば槍
14) ここでいう「実数」は集合論者のいう 2 や 𝜔 の元ではなく、世間一般的な実数、つまり実数体 ℝ の元（もっと詳しく言えば Dedekind切断）である。
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玉に挙げられる確率論での確率変数のインフォーマルな取り扱いを正当化することにも使える。よく、「確率変
数 𝑋 ∈ ℝ ってなんなんだ」「確率 𝑃 (𝑋 < 𝑎 ∧ 𝑌 ≥ 𝑏) とかってなんかインフォーマルすぎないか」と文
句を言われがちである。しかし、今考えている確率空間を (𝛺, ℬ, 𝑃 ) とすると、確率変数とはフォーマルには
実数値 𝛺-可測関数のことである。𝑉 における実数が可測写像に対応していたので、𝐌𝐁-実数は正に確率
変数と対応していることがわかる。更に、𝜑 を確率変数を含む論理式とするとき、𝑃 (𝜑) = 𝑃 𝜑 の略記だ
と思えば、確率の表記法を正当化することもできる。例としては：𝑋 < 𝑎 < 𝑌 = 𝑥 ∈ 𝑋 𝑋(𝑥) < 𝑎 < 𝑌 (𝑥) a.e. /𝗇𝗎𝗅𝗅
となり、測度を取れば正に人々が用いている略記法そのものだ。あとは確率変数の独立性とかが 𝑉 の言葉で
焼き直せれば、結構使える作業言語になると思う。焼き直せていないので興味のある人は一緒にやりましょう。

竹内外史のモノグラフで主眼に据えられているのは Solovayの測度代数ではなく、Hilbert空間の成す適当な
環から作られる Boole代数であり、量子力学への応用を念頭においた関数解析的な興味から定義されたもののよ
うである。また、竹内外史は、Boole値解析にヒントを得て、Boole値集合論を量子論理に一般化した量子集合論
を考案し、量子測定の物理量を表現するための基礎として使えるのではないかと提唱した。量子力学における小
澤の不等式などで知られる小澤正直氏も量子集合論に取り組んでいるようである（よくは知らない）。

4 集合論の見取り図
4.1 連続体仮説の現在

という訳で、Gödelの 𝐋 と Cohenの強制法により、連続体仮説は ZFC の公理からは否定も肯定も出来ない、
独立命題であることが示された。更に、Eastonは Easton強制法という手法により、正則基数の冪は 𝜅 < cf(2 ) と
いう条件さえ満たせば、同時にいくらでも自由に変えられることを示した。これらにより、Cantorの予想は「

（一般）連続体仮説の真理は ZFC で決定できない」という形で一応の決着が着いたと見ることはできる。
集合論を代表する研究者である Shelah15)は「ZFC の定理だけが集合論的な真実である」という立場であり、こ

うした立場では CH は「独立」という形で解決されたことになる。Shelahは一方で、正則基数とは異なり特異基
数の冪の値については ZFC からある程度上界が与えられるということを示した。この際に用いられた無限組合
せ論的な理論は pcf理論とよばれ、現在でも盛んに研究されている。

しかし、 それでもなお、 連続体仮説は現代の集合論を駆動する原動力でありつづけている。 というのも、ZFC から真偽は決定できずとも、何か自然な公理を追加することで CH の真偽を確定できるのではないかとい
う問題意識がまだ残っているからだ。Woodinなどがこの代表的な研究者である。特に、Gödelは巨大基数公理（
large cardinal axioms）という「宇宙の全てを知っている」くらい大きな基数の存在を主張する公理の階層を考え
たときに、どこかで CH など数学的に興味深い独立命題の真偽が決まるのではないかと考えた。これは、Gödel
のプログラムと呼ばれている。
15) Shelahは集合論とモデル理論に跨り非常に大きな研究成果を出しており、その共著論文は 1000本を越え、集合論とモデル理論の分野では Erdős数ならぬ
Shelah数という共著次数の指標がある。Shelahは数々の強制法概念を世に生み出してきたが、Shelahにとってそれらは ZFC-provableでない命題を見付けるた
めの篩にすぎず、そのはてに pcf理論などの偉大な業績を打ち立てている。Shelahは数理論理学で Cohenの次にフィールズ賞を受賞すると目されていたが、遂に
受賞せず年齢制限に達してしまった。このことから、数理論理学分野からは当面フィールズ賞受賞者は出ないだろう、と思われる程度に Shelahの存在は大きい。
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実は強制法を使うと、巨大基数を保った状態で CH だけ破ったり成立させたりできることが後にわかってお
り、巨大基数公理だけから CH の真偽を決定することはできないことが現代ではわかっている。それでも、巨大
基数公理と密接な関係のある強制公理（forcing axiom）の強い形から CH を導くことができるし、これも密接な
関りのある飽和イデアル（saturated ideal）の存在公理なども追加の公理として盛んに研究されている。また、
先述のWoodinは、強制法的絶対性という観点から、巨大基数公理と強制法の、連続体仮説の関係を研究してい
る。彼の提唱する 𝛺-論理は、強制法的絶対性を反映した「論理体系」であり、その「完全性定理」とこの論理
体系で十分強い算術が公理化可能であれば、連続体仮説の否定が導かれると主張している [4]。一方でWood-
inは、は強い巨大基数公理と両立しない 𝐋 と似たような構造を持ちつつ巨大基数と両立する「究極の 𝐋（ulti-
mate L）」が構成できれば、そこでは CH は成立しており、この点で CH は真だと考えることもできるのでは
ないか、とも主張している [5]。

また、現代においては 𝐋 などに代表される内部モデルや強制法などの手法により、複数の宇宙を往き来する議
論がいたるところで行われている。こうした複数の集合の宇宙の織り成すネットワークを研究しよう、という分
野が集合論的多元宇宙（set-theoretic multiverse）であり、先述の強制法的絶対性の議論と密接に関係しつつ、
Hamkinsらが主要な研究者である。Hamkinsの立場 [6]は、次のようなものである。まず、CH のような命題は
いかようにも真偽をいじることができてしまうので、真偽が決定できるような問題ではない。では未解決の問題
なのかといえばそうではなく、現代の集合論は好きなタイミングで CH の真偽を自由に操作したり、また他にど
のような命題を同時に成り立たせることができるか、という知識を我々は日々蓄積している。もちろん、まだ知
られていない部分もあるが、CH の深い理解は既に得られており、それらが集合論的多元宇宙に基づいた CH の

「解決」を構成しているのだ、という立場である。
こうした異なる立場がありながらも、別に集合論の世界では研究者が分断されている訳ではない。どちらの

立場をとるにせよ、強制法や内部モデル理論、無限組み合わせ論の研究などはできるし、それぞれの文脈で意
味を持つ。別に、どちらの立場にも与さずに、ただ面白いから色々と調べていると思ってもよい。複数の立
場が共存しながら、関連する複数の分野が発展しているのが現代の集合論の姿である。
4.2 集合論の諸分野たち

集合論は数学のうち、数理論理学と呼ばれる分野の一分野である16)。集合論の研究対象は集合 ……といいたい
ところだが、厳密には異なり、「集合の宇宙」＝「集合論のモデル」を研究し、時に他の分野に応用するのが集合論
である。それは、群論が個々の「群」＝「群の公理系のモデル」を比較・分類するのと同じであり、またその知見
を別の数学的対象に適用する（ガロア理論のように）のと似ている。また、環論で多項式環やイデアルを考えた
り、その間の射を考えたりするように、集合論では集合の宇宙を拡張したり閉じた部分を考えたりその間の埋
16) 数理論理学は、世間一般的に数学基礎論と呼ばれる分野の現在での呼称である。「数学基礎論」という分野は、19世紀末のいわゆる「数学の危機」の時代に興っ

た「数学をどう基礎づけるべきか」という幾分思想的なニュアンスも内包したものである。もちろん、現代でもホモトピー型理論や逆数学などをはじめとしてこ
うした基礎付け的な興味に基づく研究も連綿と続けられているし、集合論の独立性証明についてもそうした問題意識と密接に関連している。しかし、数学基礎論

（のうちヒルベルトの形式主義）の「論理体系を数学的対象と見做して形式的に扱う」という手法は、基礎付けの問題意識を越えて発展を遂げ、かつて「数学基礎
論」と呼ばれていた分野の研究者も現在では必ずしも基礎付けに問題意識を置いているとは限らない。特に、20世紀後半からは理論計算機科学と密接に関連して
発展し、型理論やモデル検査などの形式手法の理論的支柱になり、実世界のソフトウェア産業にも影響を及ぼしていることは、周知の通りである。これら以外
にも、数理論理学の手法は言語学や分析哲学など幅広い応用を持ち、筆者が過去に参加した研究集会では、 "Hey, are you Mathematician? Computer Scien-
tist? Linguist? or Philosopher?"と訊ねられたこともある。歴史的経緯から日本数学会の分科会名は「数学基礎論および歴史」分科会になっているが、こうし
た状況から現代では専らこの分野の研究者は「 ロ ジ ッ ク数理論理学」を名乗ることが多くなっている。
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め込みを縦横無尽に扱う。
そのように集合の宇宙を扱って何を調べたいのか？ 他のあらゆる研究分野がそうであるように、集合論自体

も互いに関係しあう複数のサブ分野から成り立っている。それぞれが密接に関わっている上に広大で、筆者も五
年くらい集合論をしていないため把握しきれていないため、あくまで部分的な例を挙げておこう：

巨大基数公理
ある意味で宇宙の情報を全て「知っている」ような巨大な基数の階層を研究する
巨大基数公理は無矛盾性の強さについて線型順序を成すと考えられている
集合論の独立命題の無矛盾性の強さを測り分類するものさしとして使われる
強制法と組み合わせて、様々なモデルの構成に使われる
強制法による生成拡大において巨大基数的性質を持つ生成巨大基数などもある

強制公理と強制法的絶対性
ある種の強制概念の十分多い個数の稠密集合に対する生成的フィルターが実はこの宇宙に既に存在する、
という公理
「この宇宙は強制法で得られる宇宙にかなり近い」という事を表す
巨大基数と強制法を組み合わせて強制公理の成り立つ宇宙をつくるPFA という強制公理から 2 = ℵ が導かれる

無限組合せ論
特異基数の冪の上界を与える pcf理論
非定常集合などのイデアルの組合せ論、強制法と組み合わせた飽和イデアル公理（巨大基数公理と互い
に補完しあう）
強制法の性質は、その概念の組合せ論的性質に密接に関係♢、club推測列、minimal walkなどの自然な構造
基数不変量：組合せ論的対象や位相空間などが定める基数の大小関係やそこから導かれる性質を論じる
道具
種々の反映原理：大きな宇宙・構造で成り立つ性質が、宇宙の部分・数学的構造の部分構造でも成り立
つ、という原理。これも巨大基数公理と相補的関係にある。
初等部分モデルによる等質集合の構成
and more…

内部モデル理論
強制法とは逆方向に、𝐋 などを一般化した宇宙の内側に存在するモデルを調べる𝑉 と 𝐋 は高さは同じだが、幅が異なる
内部モデルで成り立つ組合せ論的性質や反映原理を調べる微細構造理論（fine structure theory）など
巨大基数公理と種々の命題の無矛盾等価性を示すのには内部モデル理論が使われることが多い

集合論的多元宇宙
集合論のモデルたちが織り成すネットワークを研究する
巨大基数、強制法的絶対性などと大きく関連
強制法を様相論理を使って分析したりする [unresolved]
集合論の地質学：今の宇宙が他の宇宙の強制拡大になっていないかの分析
Hamkinsが 2010年代に提唱ZFC のモデルだけ考えた場合、早稲田大学の薄葉先生が未解決問題だった基本定理・強下方有向基

16



礎モデル原理を証明し、一応完成
強制法のクラスを制限したり、巨大基数公理があったときどう影響するか？ など考えるべき問
題は沢山ある。ZF のモデルに広げた場合、逆にわかっていることはほとんどない

記述集合論（実数の集合論）
老舗。実数の集合の性質をその集合の定義論理式の複雑性を元に分類する
集合論以外にも、位相空間論、測度論、確率論、計算論などと密接に関連する
巨大基数、内部理論、強制法が複雑に入り乱れる分野
実数の集合の性質それ自体が、巨大基数的性質を導くこともある！

簡単な例：「ZF + CC + 任意の集合が Lebesgue可測」と「到達不能基数の存在」は無矛盾性等価！
到達不能基数からは強制法（とその先での内部モデル）、可測性からは内部モデル理論を使うAD: AC と矛盾する、実数の集合に軒並みよい性質をくれる公理AD から、対応する巨大基数が不明な ZFC + 飽和イデアル公理の無矛盾性が出たりもする

十分強い巨大基数があると、算術の性質が強制法的に絶対になったり ……

5 次回予告
数理論理学の初歩をやるぞ！
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