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Lebesgue可測性に関する Solovay-Shelahの結果
に必要な記述集合論のごく基本的な事項

石井大海

筑波大学数理物質科学研究科
数学専攻 博士前期課程一年
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現在勉強している内容についてお話します
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内容と動機

動機：Lebesgue可測性の無矛盾性に関する Solovay-Shelahの
結果を理解したい

Solovay 「ZFC+到達不能基数の存在」が無矛盾なら，
「ZF+DC+任意の実数の集合が Lebesgue可測」
も無矛盾

Shelah 上の逆が成り立つ．即ち「ZFC+到達不能基数
の存在」と「ZF + DC+任意の実数の集合が
Lebesgue可測」は無矛盾等価である．

今回：Solovay-Shelahそのものには立ち入らず，現在勉強中
の前提知識について

⋆ 特に記述集合論の基本知識について
動機を見据えて，以下選択公理は制限された従属選択公理
（DC）のみを用いる

石井大海 Lebesgue 可測性に関する Solovay-Shelah の結果に必要な記述集合論のごく基本的な事項
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自己紹介と事前知識
記述集合論：解析的集合と木

参考文献

基本的な事項 I

Definition 1

κが正則 def⇐==⇒ κは長さ・濃度 κ未満の列で近似出来ない
κが強極限基数 def⇐==⇒ ∀λ < κ [2λ < κ]

κが到達不能基数 def⇐==⇒ κは正則な強極限基数．
次の言明を従属選択公理（DC）と呼ぶ：

∀A∀R ⊆ A× A [∀x ∈ A∃y ∈ A (y R x)

−→ ∃{xn}n<ω ⊆ A∀n < ω (xn+1 R xn)]

石井大海 Lebesgue 可測性に関する Solovay-Shelah の結果に必要な記述集合論のごく基本的な事項
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自己紹介と事前知識
記述集合論：解析的集合と木

参考文献

基本的な事項 II

Fact 2

選択公理の下で，Lebesgue非可測な実数の集合が存在する．
κを到達不能基数とすると，Vκ |= ZFC．従って到達不能基
数から ZFCの無矛盾性が出るので，不完全性定理より到達不
能基数の存在は ZFCから証明出来ない．
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記述集合論とは
Baire 空間の閉集合と木
Cantor-Bendixon の定理
解析的集合と木
普遍 Σ1

1 集合

目次

1 自己紹介と事前知識

2 記述集合論：解析的集合と木
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記述集合論とは
Baire 空間の閉集合と木
Cantor-Bendixon の定理
解析的集合と木
普遍 Σ1

1 集合

記述集合論：解析的集合と木 I

記述集合論は実数の定義可能集合を扱う集合論の一分野

扱う性質の多くは一般のポーランド空間についても成立する

Definition 3

位相空間 X がポーランド空間 def⇐==⇒ X は可分完備距離化可能空間

その中でも専ら扱うのは Baire空間やその直積である．
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Cantor-Bendixon の定理
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普遍 Σ1

1 集合

記述集合論：解析的集合と木 II

Definition 4 (Baire空間)

自然数の可算列全体 ωω = { f : ω → ω }に次の形の集合を基本開
集合とする位相を入れた空間を Baire空間と呼び，N で表す．

O(s) := { σ ∈ ωω : σ ⊇ s } (s ∈ <ωω)

Fact 5

Baire空間はポーランド空間である．d(f , f ) = 0，
d(f , g) = 1

n+1（但し n = min { k : f (k) ̸= g(k) }）は距離の例
Baire空間の基本開集合は閉集合の可算共通部分で書け，
従って閉集合でもある：O(s) =

∩
t∈lh(s)ω,t ̸=s O(t)c

「一致する桁数が多いほど近い」位相になっている．
Baire空間は連分数展開を通じて無理数の空間と同相となる．

石井大海 Lebesgue 可測性に関する Solovay-Shelah の結果に必要な記述集合論のごく基本的な事項
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1 集合

扱う集合の例

一番基本的な例：開集合と閉集合

それらの補集合，可算和・可算共通部分により得られる
Borel集合も代表例
これらの背後にある操作を探ると，自然と木によって記述さ
れる集合へと一般化出来る

こうした形で記述可能な集合について，様々な望ましい性質
を示していくのが記述集合論の議論
Solovay-Shelahの結果もその延長線上にあるもの（らしい）
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一般にポーランド空間の閉集合は完全集合性質を持つ．

· · · だいたい閉集合から孤立点を取り除いていく感じ
特に，Baire空間N の閉集合については木を用いることで見
通しよく議論することが出来る．

Definition 6

T ⊆ <ωωが ω上の木 def⇐==⇒ T は始切片について閉じている
（i.e. s ∈ T , n < lh(σ) → s ↾ n ∈ T）
[T ] := { σ ∈ N : ∀n < ω, σ ↾ n ∈ T }の元を，T を貫く path
（path through T , cofinal path in T）と呼ぶ．
A ⊆ N に対し，TA := { t ∈ <ωω : ∃τ ∈ A, τ ⊇ t }と置く
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{
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Lemma 7

A ⊆ N について次は同値：

1 Aは閉集合
2 ∃T : ω上の木,A = [T ]

Proof.

τ ↾ 0

σ0

τ ↾ 1

σ1

τ ↾ n

σn τ

(2) ⇒ (1)：T を木とする．f /∈ [T ]
とし，f ↾ n /∈ T となるような nを取れば，
O(f ↾ n) ⊆ N \ [T ]となるから [T ]は閉集合．
(1) ⇒ (2)：Aを閉集合とすると，閉集合は
極限について閉じていることに気を付ければ
右図から A = [TA]となることがわかる．
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ω上の木 T が完全 def⇐==⇒ ∀t ∈ T ∃s, s ′ ∈ T (s, s ′ ⊇ t ∧ s ⊥ s ′)

（但し s ⊥ s ′
def⇐==⇒ s ̸⊆ s ′ ∧ s ̸⊇ s ′）
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∅

⟨1⟩
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⟨1, 3⟩

⟨1, 3, 4⟩

完全な木＝（十分先を見れば）常に分岐しつづけているような木
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Lemma 9

閉集合 A ⊆ N について次は同値：
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証明は右図から明らか． t0
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t1
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tn

sn

σn

tn+1

τ
n→∞
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証明：木の刈り込み

ω上の木 S に対し，

S ′ :=
{
t ∈ T : ∃s, s ′ ∈ T [s, s ′ ⊇ t ∧ s ⊥ s ′]

}
とおく．S から一本道を取り除く操作．

いつも S ′が完全になるとは限らない：

× ×

•′⇝

×

•′⇝

S = S ′ ̸= ∅ ⇐⇒ S は完全．
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証明：可算ステップでの終了

A = [T ]なる T を取って，刈り込み操作を繰返す：
T0 = T ,Tα+1 = T ′

α,Tγ =
∩

α<γ Tα（γ：極限順序数）

T ⊆ <ωωなので T は高々可算．よってこの反復は高々可算
ステップで終わる．
つまり Tη = Tη+1となるような η < ω1が存在する．

· · · さもないと，tξ ∈ Tξ \ Tξ+1 を取れば { tξ : ξ < ω1 }は非可算
濃度となり |T | ≤ ℵ0 に反する．

そこで Tη ̸= ∅なら [Tη]は Aに含まれる完全集合となる．
残りの [T ] \ [Tη]が高々可算であることを示せば証明が完了．
定義から [T ] \ [Tη] =

∪
α<η([Tα] \ [T ′

α])なので，各
[Tα] \ [T ′

α]が可算であることが云えればよい．
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今までの議論から，N の閉集合は木として表現出来た

木が完全である ⇐⇒ ある頂点から先を辿っていくと必ず二
つ以上に分岐している

⇝ Aが完全集合なら，完全二分木 <ω2から TAへの（順序を保
つ）単射が存在する

⇝ 完全二分木の pathは連続体濃度．よって TAの pathとして
表現出来る Aの濃度も連続体濃度

⇝ Aが完全集合性質を持つ=⇒ Aは非可算なら連続体濃度
⋆ informalには，より多くの集合が完全集合性質を持てば，そ
れだけ連続体仮説の信憑性が高まる
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1 集合

解析的集合と木

木を使った見通しの良い議論で，集合が好ましい性質を持つこと
を証明出来た．この論法を一般化出来ないだろうか？

Definition 11

α ≥ ωとする．

T が ω × α上の木 def⇐==⇒ T ⊆
∪

n<ω
nω × nαであり，T は始

切片について閉じている．
[T ] := { (σ, τ) ∈ ωω × ωα : ∀n < ω (σ ↾ n, τ ↾ n) ∈ T }の元を
T を貫く path（path through T）と呼ぶ．
p[T ] := { σ ∈ N : ∃τ ∈ ωα, ⟨σ, τ⟩ ∈ [T ] }を T の射影と呼ぶ
x ∈ N に対し Tx := { s ∈ <ωα : (x ↾ lh(s), s) ∈ T }とおく
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木を使った見通しの良い議論で，集合が好ましい性質を持つこと
を証明出来た．この論法を一般化出来ないだろうか？

Definition 11

α ≥ ωとする．
T が ω × α上の木 def⇐==⇒ T ⊆

∪
n<ω

nω × nαであり，T は始
切片について閉じている．
[T ] := { (σ, τ) ∈ ωω × ωα : ∀n < ω (σ ↾ n, τ ↾ n) ∈ T }の元を
T を貫く path（path through T）と呼ぶ．

p[T ] := { σ ∈ N : ∃τ ∈ ωα, ⟨σ, τ⟩ ∈ [T ] }を T の射影と呼ぶ
x ∈ N に対し Tx := { s ∈ <ωα : (x ↾ lh(s), s) ∈ T }とおく
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解析的集合と Suslin演算 I

Definition 12

A ⊆ N が解析的 def⇐==⇒ ∃T : tree on ω × ω,A = p[T ]

Σ1
1 :=

{
A ⊆ N : Aは解析的

}
Aが補解析的（coanalytic） def⇐==⇒ Aは解析的集合の補集合
Π1

1 :=
{
A ⊆ N : Aは補解析的

}
,∆1

1 := Σ1
1 ∩Π1

1

{ As ⊆ N : s ∈ <ωω }が s ⊆ t → As ⊇ At を満たす時，Suslin
演算AsAs を次で定義する：

As As :=
∪

σ∈ωω

∩
n<ω

Aσ↾n
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Suslin演算のイメージ

各頂点に点集合が割り当てられていて，レベル毎にどんどん
細かくなっていく
それが「収束」する先を全部集める
「収束」といっても一点になる訳ではない
p[T ]の操作と似ている
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解析的集合と Suslin演算 II

Lemma 13

A ⊆ N に対し，次は同値：
1 Aは解析的
2 閉集合の族 { As ⊆ N : s ∈ <ωω }が存在し，A = As As
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補題の証明 I

まずは p[T ]が実際にAで書けることを観察する．

p[T ] = { σ ∈ N : ∃τ ∈ ωω, ⟨σ, τ⟩ ∈ [T ] }
= { σ ∈ N : ∃τ ∈ ωω∀n < ω, ⟨σ ↾ n, τ ↾ n⟩ ∈ T }

そこで AT
s := { σ ∈ N : (σ ↾ lh(s), s) ∈ T }とおけば，

=
{
σ ∈ N : ∃τ ∈ ωω∀n < ω, σ ∈ AT

τ↾n

}
=

∪
τ∈<ωω

∩
n<ω

AT
τ↾n = A

t
AT
t

以上を踏まえて証明する．
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補題の証明 II

Proof.

解析的⇒閉集合の Suslin演算．A = p[T ]とすれば，あとは上の
各 AT

t が閉集合であることが云えればよい．これは，適当な収束
点列を持ってきた時，十分先の方を見てやれば長さ lh(s)までは
変化がないように出来る事から明らか．
閉集合の Suslin演算⇒解析的．T := { (x ↾ lh(s), s) : x ∈ As }と
置けばよい．

この特徴付けにより，一般のポーランド空間で解析的集合を定義
することも出来る．
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解析的集合の完全集合性質

このように解析的集合を定義すれば，先程の Cantor-Bendixon
の定理を解析的集合に一般化するのは容易い．

ω × α上の木の射影として表せる集合を α-Suslin集合と呼ぶ
ことにすれば，より一般に次が示せる：

Theorem 14

A ⊆ N が κ-Suslinかつ |A| ≥ κなら Aは完全集合を含む．

Proof.

明らか．
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1 集合

解析的集合の例

解析的集合にはどのような物があるのだろうか？

Theorem 15

Borel集合は解析的であり，更に補解析的でもある．よって∆1
1で

ある．

証明の方針
Σ1

1が開・閉集合を含み，可算和・可算共通部分について閉じる事
を示せば良い．Baire空間の基本開集合は閉集合でもあったので，

1 Σ1
1は可算和・可算共通部分について閉じている

2 Σ1
1は閉集合を含む

の二つを示せば十分．Borel集合が補集合について閉じることか
ら補解析的であることも従う．
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証明
閉集合は解析的．ω上の木 T に対し T ′ := { (t, t) : t ∈ T }とお
けば p[T ′] = [T ]．

各 Tnを ω × ω上の木として，An = p[Tn]とおく．
可算和．ここで，

T :=
{
(s, t) : ∃n < ω [t = n ⌢ t ′ ∧ (s ↾ lh(t ′), t ′) ∈ Tn]

}
とおけば，これは木で，明らかに p[T ] =

∪
n p[Tn]．

可算共通部分．第二引数につき単調な全単射 e : ω × ω → ωを取
る．t ∈ <ωωに対し，t(n) := ⟨te(n,ℓ)|e(n, ℓ) < lh(t)⟩として，

T :=
{
(s, t) : ∀n < ω [(s ↾ lh(t(n)), t(n)) ∈ Tn]

}
とおけば，これは木で，p[T ] =

∩
n p[Tn]となる．
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eによる可算個の列の統合の概念図

t(0)
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t(4)
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1 集合

∆1
1集合とBorel集合

先程の定理の「逆」も成立する：

Theorem 16

∆1
1-集合は Borel集合である．従って∆1

1は Borel集合全体と一致
する．

これは先程の定理と，次の定理から従う：

Theorem 17 (Σ1
1-分離原理)

任意の二つの互いに交わらない解析的集合は Borel集合により分
離出来る．即ち，

∀A,B ∈ Σ1
1 [A ∩ B = ∅ → ∃C : Borel,A ⊆ C ∧ B ⊆ C c ]
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解析的集合と木
普遍 Σ1

1 集合

証明 I

A = p[T ],B = p[S ]とする．各 s, t ∈ <ωωに対し，

As
t := { x ∈ A : s ⊆ x ∧ ∃y (t ⊆ y ∧ (x , y) ∈ [T ]) }

Bs
t := { x ∈ B : s ⊆ x ∧ ∃y (t ⊆ y ∧ (x , y) ∈ [S ]) }

とおく．各 As
t ,B

s
t はそれぞれ (s, t)の収束先に含まれているよう

な点全体であり，特に定義から A∅
∅ = A,B∅

∅ = B となっている．
また，常に

(s, t) ∈ T ⇒ As
t =

∪{
As⌢n
t⌢m : (s ⌢ n, t ⌢ m) ∈ T

}
が成立している（S ,Bs

t についても同様）．以下 A,Bが分離されな
いとして矛盾を導く（背理法）．
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記述集合論とは
Baire 空間の閉集合と木
Cantor-Bendixon の定理
解析的集合と木
普遍 Σ1

1 集合

証明 II

まずは次を示す：

Claim 2

A =
∪

n<ω An,B =
∪

k<ω Bk とする．Aが Borel集合で分離できな
いなら，An,Bk が分離出来ないような n, k が存在する．

Proof.

対偶を示す．各 An,Bk が Borel集合で分離出来るなら，∪
n An,

∪
k Bk も分離出来る事を示せばよい．そこで，Dn

k を
An,Bk を分離する Borel集合とする．すると，
D :=

∪
n<ω

∩
k<ω Dn

k が A,B を分離する Borel集合となる．
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証明（続き） I

ここで，As
t =

∪
n,k<ω As⌢n

t⌢k ,B
s
t =

∪
n,k<ω Bs⌢n

t⌢k が成立することに
気をつけると，次を満たすような x , y , u, v ∈ N が取れる：

(x , y) ∈ [T ]∧ (u, v) ∈ [S ]∧ ∀n < ω, [Ax↾n
y↾nと Bu↾n

v↾nは分離不能] (*)

n = 0の時は，背理法の仮定から A = A∅
∅と B = B∅

∅ が分離不能で
あることから常に成立している．x , y , u, v の n桁目までが定まっ
たとすれば，先程の補題から，Ax↾n⌢k

y↾n⌢ℓ と Bu↾n⌢m
v↾n⌢i が分離不能とな

るような k, ℓ,m, i < ωが存在しなければならない．そこでそんな
k, ℓ,m, i を取って，x , y , u, v の (n + 1)桁として定めればよい．
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証明（続き） II

すると，取り方から x ∈ A = p[T ], u ∈ B = p[S ]であり，
A ∩ B = ∅より x ̸= uである．Baire空間は完備距離化可能空間で
あり，従って特に Hausdorff空間なので，x , uの基本開近傍
U = O(x ↾ jx),V = O(u ↾ ju)で U ∩ V = ∅ となるものが取れる．
そこで改めて j := max{jx , ju}とおけば，明らかに Ax↾j

y↾j ⊆ U かつ
Bu↾j
v↾j ⊆ V．よって Ax↾j

y↾j と Bu↾j
v↾j は Borel集合 U により分離される

ことになり，(*)に反する．
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普遍Σ1
1集合 I

∆1
1集合は Borel集合となることがわかった．

? Σ1
1だがΠ1

1でないような集合は存在するのか？
· · · 次の普遍Σ1

1集合を使った対角線論法で示される：

Fact 18

N 2のΣ1
1集合 B で次を満たす物が存在する：

∀A ⊆ N [A ∈ Σ1
1 ⇐⇒ ∃z ∈ N A = { x : (x , z) ∈ B }]

このような B を普遍Σ1
1集合と呼ぶ．
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普遍Σ1
1集合 II

⋆ この時，A = { x ∈ N : (x , x) ∈ B }はΣ1
1だがΠ1

1ではない．

(∵) AがΠ1
1だとすると，Ac = { x ∈ A : (x , x) /∈ B }はΣ1

1．する
と B は普遍Σ1

1 集合なので
∀x ∈ N [(x , x) /∈ B ⇐⇒ (x , z) ∈ B]を満たす z ∈ N が存在
する．特に x = z とおけば，(z , z) /∈ B ⇐⇒ (z , z) ∈ B とな
り矛盾．よって AはΠ1

1 ではない．
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普遍Σ1
1集合の存在 I

ωk × ω上の木の概念は ω × ω上の木と同様に定義出来る．
pk [T ] :=

{
u ∈ N k : ∃z ∈ N (u ⌢ z ∈ [T ])

}
N k のΣ1

1集合は pk [T ]の形で書ける集合と定義する．
普遍Σ1

1集合はN 2の部分集合なので，ω2 × ω上の木の射影
として定義したい
そこで，有限木を有限列でコードすることを考える．
e : <ωω × <ωω → ωを，∀n < ω, e(s ↾ n, t ↾ n) ≤ e(s, t)を満
たすような単射とする．
u ∈ <ωωが有限木のコード def⇐==⇒ Tu :=
{ (s, t) : lh(s) = lh(t) < ω ∧ e(s, t) < lh(u) → u(e(s, t)) = 1 }
が有限木
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普遍Σ1
1集合の存在 II

ここで

T :=
{
(s, u, t) : u は有限木のコード∧

∀i<ω [e(s↾i ,t↾i)<lh(u)→u(e(s↾i ,t↾i))=1]

}
と定めれば，T は ω2 × ω上の木．
そこで B = p2[T ]と置けば，これが求めるものとなる．

(x , σ, y) ∈ [T ]とすれば，σが ω × ω上の木の witnessであり，
(x , y) ∈ Tσ となっている．
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射影階層
Σ1

1やΠ1
1集合の射影を取って，射影階層を定義出来る：

Definition 19

Σ1
1(N k) :=

{
pk [T ] ⊆ N : T はωk × ω上の木

}
Π1

1(N k) :=
{
N \ A : A ∈ Σ1

1(N k)
}

Σ1
n+1(N k) :=

{
∃N B : B ∈ Π1

n(N k+1)
}

Π1
n+1(N k) :=

{
N \ A : A ∈ Σ1

n+1(N k)
}

∆1
n(N k) := Σ1

n(N k) ∩Π1
n(N k)

但し A ⊆ N k+1に対し
∃N A = { (s1, . . . , sk) : ∃z ∈ N (s1, . . . , sk , z) ∈ A }．
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射影集合と Solovay-Shelahの結果（予告）

以下，これから学ぶこと．
Solovay：κが到達不能基数で G が Col(ω,< κ)-generic / V
の時，V [G ]において順序数を用いて定義可能な実数の集合
は Lebesgue可測性，Baireの性質，完全集合性質を持つ．
⇝ ここで示した「あるクラスの集合が好ましい性質を持つ」こ
との拡張的な結果と見れる

Shelah：任意のΣ1
3集合が Lebesgue可測なら，任意の実数 z

について ωV
1 は L[z ]で到達不能基数になっている．

ここまでの内容で，記述集合論に属する部分について上の主
張の意味は理解できるようになった．
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