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概要

強制公理（Forcing Axiom）とは，ある種類の強制法による拡大と現在の宇宙がある意味で「近い」こと
を述べる公理ですが，これは Zornの補題や従属選択公理（DC）の一般化と見ることも可能です．後者の
説明は，強制法の理論に関する知識が必要ないため，集合論以外の分野の人にもある程度理解しやすいこと
が期待されます．
そこで本稿では，強制公理の強い選出原理としての側面に焦点を当てて，強制法に馴染みの無い人にも強

制公理がどんなものなのかを解説し，ついでに強制法とは何かについても軽く説明していきたいと思いま
す．対象読者層としては，学部三〜四年程度の数学を知っていて Zornの補題を使って何かを作る議論をし
たことがあれば十分なようにしたつもりです．

1 復習：選択公理と Zornの補題，従属選択公理
選択公理が現代数学にとって不可欠な公理であることは，構成的数学や直観主義数学を別にすれば，多くの

数学者が認める所だろう．実際，次に挙げるような命題は，全て選択公理から導かれる：

定理 1 (ZFC). 次は ZFCの定理：

(1) 任意のベクトル空間は基底を持つ．
(2) Krullの定理：任意の単位的可換環は真の極大イデアルを持つ．
(3) Tychonoffの定理：コンパクト空間の任意集合個の直積はコンパクト．
(4) Baireの範疇定理：完備距離空間の可算個の稠密開集合の共通部分は稠密．

他の選択公理と数学の諸分野の定理の関連については alg_d氏のサイト [9]が異様に詳しい．
これらは直接選択公理から示すこともできるが，大抵は次の特徴付けを使って，Zornの補題から示される：

定理 2. ZF上次は同値：

(1) 選択公理（AC）：任意の集合 Λと空でない集合の族 〈Xλ |λ ∈ Λ〉に対し，その直積
∏

λ∈Λ Xλ は
空ではない．

(2) 整列可能定理（WO）：任意の集合 X に対し，X 上の整列順序が存在する．
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(3) Zornの補題（Zorn）：任意の帰納的順序集合は極大元を持つ．ここで，Pが帰納的順序集合である
とは，Pの任意の全順序部分集合が上界を持つことである．

では試しに Krullの定理を証明してみよう．

Krullの定理の証明. (R,+, ·, 0, 1)を単位的可換環とし，Iを Rの真のイデアル全体とする．(0) ∈ Iなので I

は空ではないことに注意する．Zornの補題を使いたいので，(I,⊆)が帰納的順序集合となることを示そう．実
際，〈Iλ |λ ∈ Λ〉を Iの全順序部分集合とするとき，I∗ :=

⋃
λ Iλ は Rの真のイデアルとなっている．1 /∈ I∗

であるのは 1 /∈ Iλ が任意の λ ∈ Λ について成り立つことから明らか．また，a, b ∈ I∗ とすると，a ∈ Iλa
,

b ∈ Iλb
となる λa, λb ∈ Λが取れるが，全順序性より Iλa ⊆ Iλb

として一般性を失わない．すると，Iλb
がイ

デアルであることから a− b ∈ Iλb
⊆ I∗ となるのである．RI∗ ⊆ I∗ も明らか．よって I∗ ∈ Iであるから，I

は帰納的である．よって I は ⊆-極大元 J ∈ I を持つが，これは J が真の極大イデアルであるということで
ある． �

一方，実は上で挙げた Baireの範疇定理については，選択公理より真に弱い原理から導かれる事が知られて
いる．

Def. 1. 従属選択公理（Axiom of Dependent Choice, DC）とは次の主張である：
任意の空でない集合 X とその上の二項関係 Rについて，X が R-極大元を持たないなら，R-無限昇鎖が
存在する．即ち，〈xn ∈ X |n ∈ N〉で xn R xn+1 となるものが取れる．

補題 1. ZFの下で DCは次と同値：
任意の空でない X とその上の極大元を持たない二項関係 R について，任意の x0 ∈ X から始まる R-無
限昇鎖 x0 R x1 R x2 R . . . が存在する．

Proof. Sを次で定める：

S :=
{
σ : Xの有限列

∣∣ σn R σn+1 (∀n < length(σ)), σ0 = x0

}
XがR-極大元を持たないことから，(S,()が極大元を持たないことは明らか．そこで Sの無限昇鎖 〈σn |n < ω〉
を取る．このとき σ :=

⋃
n σ

n とおけば，σn R σn+1 であり，σ0 = x0 となっている． �

定理 3 (ZF+DC). ZF + DCの下で，任意の完備距離空間の可算個の稠密開集合の共通部分は稠密．
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Proof. (X, d)を完備距離空間とし，〈Dn |n ∈ N〉を稠密開集合の可算列とする．X は距離空間なので，任意の
x ∈ X と r ∈ Qに対して，B(x; r)∩

⋂
n Xn 6= ∅を示せればよい．適宜 x, rを取り直せば，以下 B(x; r) ⊆ D0

であるとして一般性を失わない．そこで，(xn, rn)n∈N を次を満たすように取る：

(1) x0 := x, r0 := r, rn+1 < rn/2,
(2) d(xn, xn+1) < rn/4,
(3) B(xn, rn) ⊆ Dn.

こうした 〈xn |n ∈ N〉 は明らかに Cauchy 列であり，d(x∗, xn) ≤ rn/2 を満たすので任意の n について
x∗ ∈ B(xn; rn)Dn であり更に x∗ ∈ B(x; r) = B(x0; r0)も言える．よって x∗ ∈

⋂
n Dn ∩B(x; r)を得る．

後は実際に上の 3条件を満たす (xn, rn)n が取れることを見ればよい．普通にやろうとすると，まず n = 0

の場合を満たす x0, r0 を取るのはD0 の稠密開性から自明で，次に (xn, rn)まで取れたとすると……という形
で帰納法により議論を進める．
これは本質的に DCを使った議論になっている．これを見るため，Pとその上の関係 Cを次で定める：

P := { (n, z, q) ∈ N×X ×Q | B(z, q) ⊆ Dn } ,

(n, z, q)C (n′, z′, q′)
def⇐==⇒ n′ = n+ 1 ∧ q′ <

q

2
∧ d(z, z′) <

q

4
.

このとき (0, x, r) ∈ Pなので，Pは空ではない．極大元を持たないことを示すため，適当な (n, z, q) ∈ Pを取り，
(n, z, q)C(n+1, z′, q′)となる (n′, q′)を探そう．このときDn+1の稠密開性よりU := B(z, q/4)∩Dn+1は空で
ない開集合である．そこで適当な z′ ∈ U を取る．U は開なので，十分小さな q′ < q/2でB(z′, q′) ⊆ U ⊆ Dn+1

を満たすものが取れる．すると，取り方から明らかに (n, z, q)C (n′, z′, q′)となる．
よって Pの C-無限昇鎖 〈xn, rn |n ∈ N〉で (0, x, r)から始まるものが取れ，これこそ求めるものである．�

2 選出原理と，近似論法としての強制法公理
上で見たいずれの証明も，最終的に欲しいものの「部分近似」の全体を考え，それらを極限まで貼り合わせ

たものを Zornの補題や従属選択公理を使ってとってくる，ということをやっている．実際，Krullの定理で
は極大イデアルの近似として真のイデアルを持ってきているし，Baireの範疇定理では B(x; r) ∩

⋂
n Dn の中

への収束列の有限部分列を「近似」として取ってきている．しかも，これらの近似の間には或る種の順序のよ
うなものが入っていた．
そこで，こうした近似の理論を一般化した枠組みを定義しよう．ただし，集合論の伝統と合わせるために上

とは順序の順番が逆になるようになっている．

Def. 2. • (P,≤P,1P)が擬順序（poset）または強制概念 def⇐==⇒ ≤P は P上の反射・推移的な二項関
係であり，1が最大元．

• D ⊆ Pが稠密 def⇐==⇒任意の p ∈ Pに対して，ある d ∈ D があって d ≤P p.
• F ( Pがフィルター def⇐==⇒ 1 ∈ F , p, q ∈ F =⇒ ∃r ≤ p, q r ∈ F , q ≥ p ∈ F =⇒ q ∈ F .
• D を P の稠密集合からなる族とする．フィルター G が D-生成的（D-generic） def⇐==⇒ 任意の

D ∈ D に対し D ∩G 6= ∅.
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•（強制公理）Kを擬順序のクラスとする．このとき FAκ(K)は次の言明である：
任意の擬順序 P ∈ Kと Pの濃度 κの稠密集合の族 D に対し D-生成フィルターが存在．

FAκ(K)の形の公理を強制公理と呼ぶ．また，特に FAκ(P) :≡ FAκ({P })と略記する．
• (P,≤)が Zorn的であるとは，双対順序 (P,≥)が帰納的順序集合であること．即ち，Pの任意の全
順序部分集合が下界を持つこと．

• pと q が両立する（記号：p ‖ q） def⇐==⇒ r ≤ p, q となる r ∈ Pが存在する．
pと q が両立しないとき p ⊥ q と書く．

• (P,≤)が半分離的 def⇐==⇒任意の p ∈ Pについて，pが極小でないなら，両立しない q, r ≤ pが存在
する．

これを使うと，次のようにして DCと Zornを特徴付けることができる：

定理 4 (Fernández-Bretón–Lauri [1]). (1) DC ⇐⇒ FAℵ0(任意の擬順序)，
(2) Zorn ⇐⇒ ∀κ FAκ(半分離 Zorn的順序集合)．

Proof. (1) (DC =⇒ FAℵ0)：(P,≤)を任意の擬順序とし，D = {Dn ⊆ P | n < ω }を Pの稠密集合の族
とする．以下を満たすような 〈pn ∈ P |n ∈ N〉を取ればよい：

p0 := 1P, pn ≥ pn+1 ∈ Dn.

これが取れれば，G := { q ∈ P | ∃n q ≥ pn }が求めるものとなる．実際，定義から Gは上に閉じてお
り，q, r ∈ Gなら pn ≤ q かつ pm ≤ rとなる n,mが取れる．このとき n ≤ mとして一般性を失わず，
pn ≤ pm より pn ≤ q, rを得る．従って Gはフィルターを成す．更に pn+1 ∈ Dn ∩Gより D-生成的に
もなっている．
こうした 〈pn |n ∈ N〉 は DC を認めれば簡単に取れる．実際，pn が出来ていれば，Dn の稠密性から
pn+1 ≤ pn となる pn+1 ∈ Dn は常に存在する．これに DCを適用すれば，求める可算列 〈pn |n ∈ N〉
が取れるのは，上の Baireの範疇定理の証明と同様である．
(FAℵ0 =⇒ DC)：X を C-極大元を持たない集合とする．(P,≤)を次で定める：

σ ∈ P def⇐==⇒ ∃n ∈ N

{
σ : n → X,

∀i < n− 1 [σ(i)C σ(i+ 1)] ,

σ ≤ τ
def⇐==⇒ τ ⊇ σ.

このとき，各 n ∈ Nに対して，Dn := { σ ∈ P | length(σ) > n }は Pで稠密である．実際，Cが極大
元を持たないことから，任意の σ ∈ Pについて，σ の長さが nよりも小さければ，σ の最後の元よりも
Cの意味で大きな元を付け足す作業を任意有限回繰り返せば，nよりも長さが nより大きな有限列に
拡張出来る．
いま FAℵ0

(P)を使えば，フィルター Gで任意の nに対し Dn ∩ G 6= ∅を満たすものが取れる．そこ
で f :=

⋃
Gとおけば，Gがフィルターであることから f は関数であり，特にDn ∩G 6= ∅より任意の
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n ∈ Nについて n ∈ dom(f)となっている．よって f : N → X であり，Pの定義から f(n)C f(n+ 1)

が任意の nについて言える．これが求めるものであった．
(2) (Zorn =⇒ ∀κ FAκ(半分離Zorn))：Zornの補題を仮定し，Zorn的順序集合 (P,≤)を固定する．この
時，Pは ≤-極小元 p ∈ Pを持つ．ここで G := { q ∈ P | q ≥ p }とおく．Gがフィルターであることは
明らか．あとは Gが Pの任意の稠密集合 D と交わる事を示せばよいが，D の稠密性により d ≤ pと
なるものを取ると，pの極小性から d = pとなり p ∈ D ∩Gとなる．よって Gは任意の稠密集合と交
わるので，FAκ(P)が任意の κについて成り立つ．
(∀κ FAκ(半分離Zorn) =⇒ Zorn)：(P,≤)を Zorn的順序集合として，Pが ≤-極小元を持つことを示
せばよい．そこで，Pが極小元を持たなかったとして矛盾を導く（背理法）．FA2|P|(P)により，Pの任
意の稠密集合と交わるフィルター G ⊆ Pが取れる．このとき，D := P \Gが稠密集合になってしまう
ことが示せれば，G∩D = ∅なので矛盾が言える．そこで任意に p ∈ Pを取れば，仮定より極小元では
なく，半分離性より q, r ≤ pで q ⊥ r となるものが取れる．Gはフィルターなので，q, r の少なくとも
一方は Gに属さない．よって D は稠密となり，Gは生成的では有り得ない．

注意 1. 集合論を良く知っている人向けに言えば，結局 Zornの補題は（そしてそれと同値な選択公理は）
「帰納的順序集合は強制法として自明」という事を述べているのに外ならない．

という訳で，我々が普段の議論で使う構成の幾つかは，何らかの生成的フィルターの存在として述べられそ
うだという事がわかった．では試しに，制限された Hahn–Banachの定理を DCから証明してみよう*1)．

定理 5. ZF + DCにおいて次の制限された Hahn–Banachの定理が成り立つ：
V を可分 Banach空間，p : V → Rを原点で連続な劣線型汎関数，W ⊆ V を部分空間，f : W → Rを
f ≤W pなる線型汎関数とする．このとき線型汎関数 f̄ : V → Rで f̄ �W = f かつ f̄ ≤V pを満たすも
のが存在する．

まず，普通に Hahn–Banachを示すときに使われる次の補題は，ZF+DCでも成り立つので認めてしまう：

補題 2. ZF + DCで次が成立：
W ⊆ V を実線型空間とする．p, f に関する上の仮定の下で，任意の z ∈ V \ W に対し，線型汎関数
f ′ : W + Rz → Rで f ′ �W = f かつ f ′ ≤W+Rz pを満たすものが取れる．

*1) ところで，Solovay [7]は「（pに関する連続性を仮定しない）可分 Banach空間に対するの Hahn–Banachは一瞬で DCから出
て来るよ」って言ってるんですが何か上手くいかない気がするので，出来たよという人は御一報下さい．
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Proof of Restricted Hahn–Banach Theorem. Pとその上の順序 ≤を次で定める：

P := { g : W ′ → R | W ⊆ W ′ ⊆ V, g ⊇ f, g ≤W ′ p }

g ≤ h
def⇐==⇒ g ⊇ h.

V の可算な稠密集合を 〈en |n < ω〉とおく．すると，各 Dn := { g ∈ P | dn ∈ dom(g) }は Pで稠密である．
実際，n /∈ dom(g) =: Wg となるような g ∈ Pがあれば，上の補題からW ′ := W + Ren 上定義された h ⊇ g

で h �W = g かつ h ≤W ′ pを満たすものが取れる．よって h ≤P g かつ h ∈ Dn となる．
そこで FAℵ0

(P) により，フィルター G ⊆ P で任意の n < ω に対し G ∩ Dn 6= ∅ となるものを取る．
f ′ :=

⋃
G, U := dom(f ′)とおくと，W ⊆ U ⊆ V であり，f̄ は U 上で定義された線型汎関数となる．特に

G ∩Dn 6= ∅より en ∈ U となっているから，f ′ は V の稠密部分空間上で定義された線型汎関数である．
いま，稠密性より任意の x ∈ V はある 〈xn ∈ U |n < ω〉によって x = limn→∞ xn の形で書けている．そこ

で f̄(x) := limn f
′(xn)により f̄ : V → Rを定める．まず個別の ~xについて limn f

′(xn)は収束列である．実
際，pが原点で連続なので，

f ′(xn)− f ′(xm) = f ′(xn − xm) ≤ p(xn − xm) → 0 (as n,m → ∞).

次いで well-defined 性を確かめる．xn → x かつ x′
n → x なる二つの列を取れば，再び p の原点での連続性

から
f ′(xn)− f ′(x′

n) ≤ p(xn − x) + p(x − x′
n) → 0 (as n,m → ∞).

線型性と pで上から押さえられる事は明らか． �

3 強制法とより強い強制公理MA
前節までで Zorn の補題を初めとした選出原理が FAκ(K) の形で定式化される事をみた．Zorn の補題も

DCも ZFCから出て来る選出原理だが，FAの形の特徴付けを使って ZFCからはみ出す形で強化出来ないだ
ろうか？ そうして得られる最も典型的なものが次のMartinの公理である：

Def. 3. • A ⊆ Pが反鎖 def⇐==⇒任意の相異なる p, q ∈ Aに対し p ⊥ q.
• Pが可算鎖条件（countable chain condition; c.c.c.）を満たす def⇐==⇒ Pの任意の反鎖の濃度は高々
可算．

• MA :≡ ∀κ < 2ℵ0 FAκ(c.c.c.)をMartinの公理と呼ぶ．

MAが 2ℵ0 未満までしか主張していないのは，2ℵ0 個までいくと明白に矛盾するからである：

補題 3. ZF ` ¬FA2ℵ0 (c.c.c.)
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Proof. C := <ω2 := (0, 1の無限列の全体)とする．¬FA2ℵ0 (C)を示す．|C| = ℵ0 なので，どんな順序を入れ
ようが自明に c.c.c.を満たす．この時 Cに逆向きの包含関係で順序を入れたものを考えると，次は Cで稠密
となる：

Dn := { p ∈ C | dom(p) > n } (n ∈ N),
Ex := { p ∈ C | x � dom(p) 6= p } (x ∈ R).

但し，ここでは実数を 2 = { 0, 1 }の無限列と同一視している．Dn は「n桁目まで伸びること」，Ex は「x ∈ R
とはどこかの桁で異なっていること」を意味する．すると，{Dn | n < ω } ∪ { Ex | x ∈ R }の全体は高々濃
度 2ℵ0 なので，FA2ℵ0 (C)より全てのDn, Ex と交わるフィルター G ⊆ Cが取れる．このとき xG :=

⋃
Gと

おけば xG : ω → 2である．よって生成性から G ∩ ExG
6= ∅を得，xG � dom(p) 6= pとなる p ∈ Gが取れる

が，定義より p ⊆ xG なのでこれは xG 6= xG を意味し矛盾． �

一言で言ってしまえば，上で挙げたような稠密集合と全部交わる Cのフィルターから得られる実数は V にあ
る実数全てと異なるから，そんなものは V に存在し得ない，ということである．
一方，DCを素直に一般化しようとするなら，FAℵ1

(任意の擬順序)では駄目なのか？ という疑問が沸くか
もしれない．しかし，ω1 が可算集合になってしまうのでそんなことはできない：

補題 4. c.c.c.でない擬順序 Pで ¬FAℵ1
(P)となるものが存在．

Proof. P := Col(ω, ω1) := (<ωω1,⊇)とする．即ち，Pは ω1 の元の有限列に逆向きの包含関係で順序を入れ
た集合である．このとき，n < ω および α < ω1 に対して次は Pで稠密である：

Dn := { p ∈ P | n ∈ dom(p) } , Eα := { p ∈ P | α ∈ ran(p) } .

実際，p ∈ P は有限列なので，長さが n 以下だったら適当に延ばしてやればいいし，像に α < ω1 が入って
いなかったら後ろに α を付け足してやればいいだけだ．ここでもし FAℵ1

(P) が成り立つなら，フィルター
G ⊆ Pで全ての Dn および Eα と交わるものが取れる．f :=

⋃
Gと置けば G ∩Dn 6= ∅より f : ω → ω1 で

ある．更に，各 α < ω1 について G ∩ Eα 6= ∅となるから，任意の α < ω1 について f(n) = αとなる n < ω

が取れる．よって f : ω → ω1 は全射となる．しかし ω1 は定義上 ω から全射が存在しない最小の順序数なの
でこれは矛盾．
Pが c.c.c.を満たさないことは，例えば { 〈α〉 | α < ω1 }は互いに両立しない濃度 ℵ1 の集合になっている

事から明らか． �

この例についても，結局 Col(ω, ω1)は ω から V における ω1 への全射の近似の全体になっているので，V に
そんなものは定義上存在し得ない，ということである．
では V の外には有り得るの？ というツッコミに答えると，勿論「V の外側」なんてものはないので字義通

りには存在し得ないが，それでも仮想的に「外側にある」と思って議論できる枠組みがあり，それが強制法と
呼ばれている．
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Def. 4. 以下，M を ZFCのモデル（V とか）とし，P ∈ M を擬順序とする．

• フィルター G ⊆ Pが (M,P)-生成的 def⇐==⇒
{
D ⊆ P

∣∣ D ∈ M,DはPで稠密
}

-生成的．
• Gを (M,P)-生成的とするとき，M の Gによる強制拡大M [G]とはM [G] ⊇ M かつ G ∈ M [G]

なる最小のモデルの事である．

定理 6 (強制法の基本定理（の気持ち）). V の任意の擬順序 P に対し，その強制拡大 V [G] があたかも
存在するかのように扱うことが出来るし，V から V [G]の真偽をあるていど計算出来る．
より詳しく，以下を満たす (V P,P)が V で定義可能である．

(1) 1 P ∃G ⊆ P : (V,P)-generic “俺はV [G]だ．全ての元はẋ ∈ V Pに対してẋGの形に書けてるぜ．”,
(2) 任意の p ∈ P と論理式 ϕ(ẋ1, . . . , ẋn) に対し，q ≤ p で q  ϕ(ẋ1, . . . , ẋn) または q 

¬ϕ(ẋ1, . . . , ẋn)となるものが取れる．
(3) Gが (V,P)-生成的で V [G] |= ϕなら p ∈ Gで p  ϕを満たすものが取れるし，逆も然り．

かなりフワッとした書き方だが，たとえば C による強制法を考えると 1C  “
⋃
G /∈ V ” となっていて，

V [G] では V にない実数が足されていることがわかる．Col(ω, ω1) の場合については結局 ω1 が可算に潰れ
ちゃってるんじゃないの？ 矛盾しない？ と言う気がするかもしれないが，あくまで V の ω1 が可算に潰され
ているだけであって，ω

V [G]
1 は別の，もっと大きな順序数になっている．

このように捉えれば，逆に DCは「どんな擬順序であっても，可算個くらいの条件を満たす近似であればそ
れは V [G]に行くまでもなく V にある」という意味になるし，Zornの補題（＝選択公理）は「Zorn的順序集
合は自明すぎてつまらないからフルの生成フィルターが V に存在する」という風に捉え直せる．つまり，種々
の選出原理たちは「V がどれだけ V [G]に近いか」という事を主張する命題だったと思える．現代数学におけ
る集合論は数学的概念を構成するための砂場なので，作りたいもの，近似出来そうなものが結構な頻度で手に
届く位置にある事を保証してくれるのが選択公理をはじめとした選出原理だと言うことも出来る．だから選択
公理は強力なのだ，という見方も出来るだろう．
さて，ZFC + MAは無矛盾だろうか？ 勿論，DCから FAℵ0

(c.c.c.)は出るので，もし 2ℵ0 = ℵ1 が成り立
つなら，MAは自明に成り立つ．なので，興味があるのは ZFC+MA+¬CHの無矛盾性だ．ここで証明はし
ないが，反復強制法という手法を用いることで，実は ZFが無矛盾なら ZFC+MA+¬CHも，MAの否定を
付け加えた体系も無矛盾である事が示せる：

定理 7. 次の体系は無矛盾性の意味で等価：

(1) ZF,
(2) ZFC,
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(3) ZFC + 2ℵ0が好きなだけ大きい+ MA,
(4) ZFC + 2ℵ0が好きなだけ大きい+ ¬MA.

だから，日頃から「現代数学が矛盾するかも……」と思っているのでもない限り，MAを仮定してたとして
も「矛盾するかも……」と心配する必要はない，ということになる．それはそれとして「正しい」「妥当な」公
理なのか，ということについては，仮定してみて面白いことが言えたらそれで良いし，否定してみて面白いこ
とが言えたらそれでもまた良し，自分の面白そうな方を時々によって仮定する，というような態度で良いと
思う．
応用として，ある命題が ZFCと無矛盾である事を示すのに，MAからその命題を証明してみる，というの

がある．
例えば，次の形の Baireの範疇定理の一般化が証明出来る：

定理 8. X をコンパクト Hausdorff空間とし，更に X の互いに交わらない開集合の族の濃度は高々可算
であるとする．κ < 2ℵ0 についてMAκ が成り立つなら，X の κ個の稠密開集合は交わりを持つ．

Proof. X に関する後半の仮定は，空でない開集合全体の族 OX に包含関係で順序を入れた擬順序が c.c.c.
を持つという条件と同値である事に注意する．〈Uα ⊆ X |α < κ〉を X の稠密開集合の列とする．このとき，
Dα :=

{
O ∈ OX

∣∣ Ō ⊆ Uα

}
は OX で稠密となる（ここで Ōは Oの位相的な閉包）．実際，適当に空でない

開集合 O ∈ OX を取れば，各 Uα の稠密開性より ∅ 6= O′ := O ∩Uα ⊆ O．いまコンパクト Hausdorff空間は
正則空間なので，O′ を適宜取り直せば Ō′ ⊆ Uα であるとしてよく，よって各 Dα たちは稠密となる．
そこで，MAκ(OX)により各Dα たちと交わるフィルター G ⊆ OX を取る．特に Gは有限交叉性を持つ開

集合の族なので，コンパクト性の特徴付けから Gは集積点 x ∈
⋂
Ḡを持つ．G ∩Dα 6= ∅より任意の α < κ

に対し x ∈ Uα が成り立つので，望み通り
⋂

α Uα 6= ∅を得る． �

実は，MAκ は上の結論と同値である．

定理 9. κ < 2ℵ0 とする．もしMAκ が不成立なら，c.c.c.なコンパクト Hausdorff空間とその稠密開集
合の κ個の族で交わりを持たないものが存在する．

Proof. (P,≤)および Dα ⊆ P (α < κ)がMAκ(P)の反例となっているとする．このとき，Pに下に閉じた集
合を開集合とする位相を入れる．即ち U ⊆ Pが開 ⇐⇒ 任意の p ∈ U, q ≤ pについて q ∈ U とする．各 αに
つき Uα := ↓Dα := { q ∈ P | ∃p ∈ Dα q ≤ p }と定めれば，開集合の定義から各 Uα は位相的な意味でも稠密
開集合になっている．ここでもし q ∈

⋂
α<κ Uα となるような q が取れれば，G := { p ∈ P | q ≤ p }は Pの

フィルターとなり，更に任意の Dα と交わる．これは Dα たちの取り方に反する． �

よって，上の ZFC + MA + ¬CHおよび ZFC + ¬MA + ¬CHの無矛盾性を認めれば，上の形の Baireの
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範疇定理は ZFC上独立であることがわかる．MAからわかる他の独立命題については Kunen [5]を参照され
たい．

3.1 もっと強い強制公理：PFAとMM

さて，上で導入されたMartinの公理MAは ZFCからは独立だが，無矛盾性の強さは ZFCと同等であった．
それより更に強い強制公理として，適正強制公理 PFAとMartin’s Maximum MMがある：

Def. 5. • 集合 X に対し，その可算無限部分集合の全体を [X]ℵ0 := {A ⊆ X | |A| = ℵ0 }と表す．
• S ⊆ [X]ℵ0 が定常（stationary） def⇐==⇒ S はどんな関数 f : <ωX → X についても閉包点を持つ．
即ち

∀f : <ωX → X ∃z ∈ S f [<ωz] ⊆ z.

• 強制概念 Pが適正（proper） def⇐==⇒ Pは任意の [X]ℵ0 の定常集合を保つ．即ち，

∀X ∀S ⊆ [X]ℵ0 1 P “S : [X]ℵ0で定常”.

• 適正強制公理（Proper Forcing Axiom, PFA）とは FAℵ1
(proper)の事．

• Martin’s Maximum (MM)とは FAℵ1([ω1]
ℵ0の定常集合を保つ強制概念).

定義から明らかに PFA より MM の方が強い．実は，MM は Maximum という名の通り FAℵ1
(−) の形

で書ける強制公理の中では最も強い*2)ことが証明出来 [2, 3]，こうした強制公理の中でも反映原理など色々
面白い結果を齎す．つまり，P が一つでも ω1 の定常集合を保存しないなら，それを使って ω1 個の稠密集
合で対応する生成フィルターを持たないものが存在する，ということが ZFC で示せる．やることは上で
FA‖1

(Col(ω, ω1))が成り立たないことを証明するのと大差ないが，定常集合の組合せ論の議論が必要なので
ここでは証明は省略しよう．
では PFAとMAの強さはどうか？ 実は c.c.c.を持つ擬順序は全ての [X]ℵ0 の定常集合を保つことが示せ，

従って適正であることがわかる．しかし，MAでは「連続体濃度未満の全ての κについて FAκ(c.c.c.)」とい
う形になっており，PFAは FAℵ1

(proper)という形になっている．しかも上で述べたようにMAの下で連続
体濃度はいくらでも大きく出来るので，真に一般化になっているのかはパッと見た限りではわからない．しか
し，Todorčevićは PFAから 2ℵ0 = ℵ2 が導かれる事を示した：

定理 10 (Todorcevic). PFA =⇒ 2ℵ0 = ℵ2.

よって PFAはMAの真の一般化になっているし，MAが決定出来なかった連続体の濃度まで決めてくれる
ことがわかる．

*2) 近年では，違う定式化を採用することでMMを更に強化したMM+++[8]などという公理も研究されている．
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こうした PFAやMMの無矛盾性は，ZFCよりも真に強いことがわかっている．

定理 11. MMおよび PFAの無矛盾性の強さは「ZFC+Woodin基数の存在」と「ZFC+超コンパクト
基数」の間のどこかにある．

このWoodin基数や超コンパクト基数というのがどのくらい強いのか？ というと，「ZFCよりは遥かに強
いが，現代集合論者は縦横無尽に使っていて，これらが矛盾する事がわかったらかなり驚く」というくらいの
強さである．
だいたい無矛盾性の強さがどういう感じに並ぶのか，というのが下図*3)である（但し BPは「任意の実数

の集合が Baireの性質を持つ」，LMは「任意の実数の集合が Lebesgue可測」という，選択公理とは矛盾する
公理）．

弱

強
0 = 1

ZFC +超コンパクト

ZFC + “Woodinが沢山ある”

ZFC + Woodin

“ZFC +到達不能基数が沢山ある”

“ZFC +到達不能基数” ∼ “ZFC + Grothendieck宇宙”

∼ “ZF + DC + LM”
ZF ∼ ZFC ∼ “ZFC +連続体濃度デカい+ MA”

∼ “ZF + DC + BP” ∼ “ZF + LM”

PFAと MM
はこのどっか

上図で ∼は「同値」という意味ではなく「無矛盾性が同じ」ということである．つまり，Woodinなり超コン
パクトなりがあるからといって，MMや PFAが成り立つ訳ではない．
上で述べたように PFAやMMは連続体の濃度を決定してくれるが，それ以外にも組合せ論的な命題の真

偽も決めてくれる．筆者は詳しくないが，作用素環の同型に関する独立命題についても真偽を決めてくれるら
しい．

*3) 巨大基数がこれだけしかない，という訳ではなくて，間の歯抜けになっていたりする部分にも幾つも変種がある．
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連続体の濃度が ZFCから独立なのは有名だが，Gödelは自然な巨大基数公理の階層を調べていけば，その
何処かで連続体濃度を決定できるのではないかと提唱した．これを Gödelのプログラムというが，かなり早
い段階で単に巨大基数の存在だけからは連続体を決定出来ない，ということは明らかにされた．しかし，巨大
基数公理の帰結ではなくとも，それと密接に結び付く PFAやMMといった強制公理によって連続体濃度を
決定できる．強制公理は強制拡大と現在の宇宙が「近い」という意味でも自然だし，あるいは本稿で見たよう
にそれが選択公理の一般化になっている，という意味でも自然な主張である．その意味で，強制公理は拡張さ
れた Gödelのプログラムの一部である，と見ることが出来るのだ*4)．
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