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非可測集合あるやろがい

※プライバシー保護のため画像・音声を一部加工しています

https://youtu.be/KJlZxdrhK-0?si=WWjpp6jnHYoYN1FZ


非可測集合の作り方
典型的な非可測集合 Vitali集合の「構成」は次のようだった：
1. 選択公理： [0,1]/ℚの完全代表系 𝑋を取って ……

2. 平行移動不変性：可測なら測度零となる筈の 𝑋を平行移動して ……
alg-d ch.の「𝑋が零だと矛盾→測度正→無限和が有限になり矛盾」とは経路が違うだけで同じ事

3. 可算加法性：可算個の 𝑋で ℝが覆えて 𝜇(ℝ) = 0となり矛盾！
どれかを諦めれば「全ての実数の集合を Lebesgue可測」にできるのでは？
可算加法性は Lebesgue測度の一番偉いところだったので諦めたくない
平行移動不変性の成り立たない測度を測度と呼びたくない
BanachのMeasure Problem；こっち諦めると、今回扱うより更に巨大な「可測基数」が出て来ます

今回は選択公理を諦めます（Solovay [1]）。
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選択公理を諦めます

※プライバシー保護のため画像・音声を一部加工しています
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でも ……

でも
「外側」の宇宙

では
選択公理を認めます
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選択公理を認めます

※プライバシー保護のため画像・音声を一部加工しています
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Solovayモデル
定理 1 (Solovay 1970 [1])

𝑉を ZFCの宇宙、𝜅を到達不能基数、𝑉[𝐺]を Col 𝜔, <𝜅 -強制拡大とする
とき、𝑉[𝐺]で見た内部モデル HOD は ZF + DC + LMのモデルとなる。
ただし、LMは「任意の実数の集合が Lebesgue可測である」という命題
である。
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どゆこと？
(1) まず普通に選択公理を仮定します

そうしないと通らない議論が沢山ある（選択公理ちゃんマジ公理）
(2) まず、「今ある宇宙 𝑉」をぶっ壊して「大きな宇宙 𝑉[𝐺]」を創ります
(3) 「大きな宇宙」𝑉[𝐺]は選択公理を満たし非可測集合を持ちますが ……

(4) 𝑉[𝐺]の内側の「小宇宙 HOD 」（Solovayモデル）を見ると ……

そこには可測集合しかありません！
必然的に選択公理も破れている

従属選択公理はなりたっているので、ある程度マトモな解析学はできます
うれしい✌('ω'✌ )三✌('ω')✌三 (✌'ω')✌
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今回の範囲
Solovayモデルの構成は、修士なら一年くらいかけて理解する内容
強制法・内部モデルの理解に半年、Solovayモデルの理解に半年くらい

今回は厳密さにある程度目を瞑って、雰囲気の理解を目標にする
しっかりやるのが大変なので、強制法についてはブラックボックスにします
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記号と前提知識の確認
定義 2
Borel集合：開集合から補集合・可算和・可算共通部分を繰り返し取っ
て得られる実数の集合。全体を ℬで表す。
以下、𝜇を Lebesgue測度、𝜇*を Lebesgue外測度とし、 零集合イデアル𝗇𝗎𝗅𝗅を 𝗇𝗎𝗅𝗅 ≔ 𝐴 ⊆ ℝ 𝜇*(𝐴) = 0 により定める。
集合 𝐴,𝐵の対称差集合を次で定める： 𝐴 △ 𝐵 ≔ (𝐴 ∖ 𝐵) ∪ (𝐵 ∖ 𝐴)
実数の集合 𝐴 ⊆ ℝが Lebesgue可測 def⟺ある Borel集合 𝐵 ∈ ℬが存在
して、𝐴 △ 𝐵 ∈ 𝗇𝗎𝗅𝗅
演習問題：「いつもの」Lebesgue可測性の定義との同値性を示せ
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ところで
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皆さんは

宇宙の本当の姿
ご存知ですか？
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こちらです



On 𝑉

0
𝜔
𝜔⋮



集合の宇宙

On 𝑉

0
𝜔
𝜔⋮

集合の宇宙 𝑉：集合全体の成すクラスのこと
集合論の公理系は、集合の宇宙 𝑉の性質を定めている。

𝑉は順序数全体のクラスOnに沿って空集合から繰り
返し冪集合を取って得られる：

𝑉 ≔ ∅, 𝑉 ≔ 𝒫(𝑉 ), 𝑉 ≔ 𝑉 (𝛾 : limit),
𝑉 ≔ 𝑉

順序数：整列順序の順序型。𝛼, 𝛽, 𝛾,…などで表す。順
序数全体をOnと書く。𝛼 + 1の形の順序数を後続順序
数、それ以外を極限順序数と呼ぶ。



基数について
基数：全単射の同型型。選択公理の下では「それ未満の順序数からの全
射がない順序数」として定義される。基数は 𝜅,𝜆,𝜃,…などで表す。
（この後 ACの成り立たないモデルを創るが、そこでの基数を扱うことはないので気にしなくてよい）

基数の全体は整列されておりOnと同型になる。そこで、無限基数を小さ
い順に ℵ ,ℵ ,…,ℵ ,ℵ ,…または𝜔 ,𝜔 ,…,𝜔 ,𝜔 ,…と書く。
基数 𝜅より大きな最小の基数を 𝜅 で表し、𝜅の後続基数と呼ぶ。
𝜅 = ℵ の形の無限基数を後続基数、そうでないものを極限基数と呼ぶ。
基数 𝜅に対し、2 ≔ 𝒫(𝜅) を 𝜅の冪と呼ぶ。
𝜔 や 𝜅 , 2 は宇宙にどういう集合があるのかによって値がかわる！
実際、強制法や内部モデルを考えると結構自在に変えられる
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強制法

On

0
𝜔

𝑉[𝐺]𝑉

ℙ 𝐺

強制法：宇宙 𝑉に新たな元 𝐺を付加した最小
の外側の宇宙・強制拡大 𝑉[𝐺]を創る技術
𝐺 ∉ 𝑉であっても、𝐺の「近似」全体が成す擬
順序 ℙは 𝑉にあるので、それを使って議論する

𝑉[𝐺]は、ℙ-値集合の宇宙 𝑉 を 𝐺で割った物：

𝑉 ≔ ∅, 𝑉 ≔ 𝒫(𝑉 × ℙ), 𝑉 ≔ 𝑉 ,
𝑉 ≔ 𝑉 , 𝑉[𝐺] ≅ 𝑉 /𝐺

𝑉が ACを満たすなら、𝑉[𝐺]も ACを満たす



内部モデル

On 𝑉𝑀

0
𝜔𝜔
𝜔

クラス𝑀が 𝑉の内部モデル： 𝑉の内側にあり、𝑉と
同じ高さで、ZFのモデルとなるある種のクラス
例：強制拡大 𝑉[𝐺]から見て 𝑉は内部モデル
一方で ACが成立しても他方では破れ得る

内部モデルと外側のモデルとでは、種々の概念が一
致したりしなかったりする
一致する概念：任意の有限集合、𝜔、自然数全体、有
理数全体、「𝛼は順序数である」「個別の 𝑥は実数であ
る」、etc（実は推移モデルの間なら不変）

変わり得る概念： 2 、「順序数 𝛼は基数である」、𝜔 ,𝜔 ,…な
ど基数の具体的な値、実数の全体、etc
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内部モデル／強制拡大間の Borel集合性・測度の保存
集合 𝐴 ⊆ ℝが Borel集合かどうかは、モデル間で一致するとは限らない
例：新しい実数を追加すると、𝑉の開集合が新しい宇宙ではそうでなくなる

それでも、内部モデルの Borel集合 𝐵の「レシピ」（Borelコード）が与
えられたら、外部モデルでも対応する Borel集合 𝐵* ⊇ 𝐵を創れる
内側の宇宙で可算なら外側の宇宙でも可算なので、基本開集合の一覧やそこ
から補集合・可算和・共通部分を取るレシピは外側宇宙でも有効
内部モデルの Borel集合 𝐵のコードを、外側で解釈した Borel集合を 𝐵*と書く

但し、外の宇宙の Borelコードが内部モデルでも通用するとは限らない
例： 𝑉の 2 を可算に潰すと、𝑉[𝐺]では 𝑉に属する全ての集合が Borelに

Borel集合の測度の一致： 𝐵 ∈ 𝑀が𝑀で Borelなら、𝜇(𝐵) = 𝜇(𝐵*)。



集合の宇宙と内部モデル、 強制法 21/65

ここまでのまとめ
強制法：新たな理想元を足して、横に宇宙を広げる方法
内部モデル：今の宇宙を横に狭めた内側に存在する、小さな宇宙
強制拡大・ 𝑉・内部モデルの間で有限性、有理数の全体、順序数全体など
は一致するが、個別の基数の値や実数の全体は一致するとは限らない
内側の宇宙で実数なら、外側の宇宙でも実数

ℝ,ℬなどのモデルでの値を、右肩添え字で ℝ ,ℬ ,𝜔 などと表す
モデルによってある集合が Borel集合かどうかは変わってしまう
それでも Borel集合のレシピを考えると、内側の宇宙の Borel集合 𝐵を外側
に持ち上げた集合 𝐵*が得られる
𝐵と 𝐵*を同一視すれば、Borel集合の Lebesgue測度の値も保たれる
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なぜ
こんなものを
考えるのか？
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強制法・内部モデルの意義
無矛盾性証明のため：ある命題やその否定が成り立つ宇宙を探せる
Solovayは、ZF + DC + LMを満たす宇宙を ZFC + 到達不能基数を満たす宇
宙から構成することで、「到達不能基数を認めるなら無矛盾だよ」と示した
後述する Shelahの定理 [2]は、逆に ZF + DC + LMのモデルからはじめて、
内部モデル 𝐿[𝑧]をみるとそこでは外側の𝜔 が到達不能に見えていることを
示し、ZF + DC + LMに到達不能基数は本質的に必要ということを示した

Solovayの定理固有の嬉しさ：「可測になってくれる集合」の証拠になるよ
うな内部モデルを考えて議論できる！
内部モデル上のランダム実数および Solovay集合の概念が重要！
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ランダム実数
定義 3

𝑀を 𝑉の内部モデルとする。実数 𝑥が𝑀上ランダム def⟺ 𝑀に属するど
んな測度零な Borel集合𝑁 ∈ ℬ についても 𝑥 ∉ 𝑁*
注意 4
𝑥が𝑀上ランダムなら 𝑥 ∉ 𝑀。

𝑥が𝑀上ランダム⟺ 𝑥は𝑀から見ると一点なのに正の測度を持つ
ネタバレ： Solovayのモデルは、ある意味で「ほとんど至るところランダ
ム」になるように作られる
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ほとんど至るところランダム
補題 5

𝑀 ⊆ 𝑁を 2 < ℵ となるような内部モデルとするとき、𝑁の実数
はほとんど至るところ𝑀上ランダムである。

証明： 𝐴∗ 𝐴 ∈ (𝗇𝗎𝗅𝗅 ∩ ℬ) が零集合であることを示せばよい。

1. Borel集合は連続体濃度個あるので、𝑀の Borel集合は 2 個ある

2. (2 ) < ℵ より (𝗇𝗎𝗅𝗅 ∩ ℬ) = 𝐴 𝑛 < 𝜔 と列挙できる

3. 測度は不変なので 𝜇(𝐴∗ ) = 0。よって可算加法性より 𝜇 𝐴∗ = 0



なるほど



で、
至る所ランダムで
何が嬉しいの？



A. Solovay集合



Solovay集合：ランダム部分を Borel近似できる集合
補題 6
𝑀を (2 ) < ℵ を満たす内部モデルとする。実数の集合 𝐴 ⊆ ℝが𝑀上
Solovayなら、次が成立：

∃𝐵 ∈ ℬ ∀𝑥 ∈ ℝ : 𝑀上ランダム 𝑥 ∈ 𝐴 ⟺ 𝑥 ∈ 𝐵
𝐴が𝑀上 Solovay⟺ランダムっぽい実数 𝑥に対し、𝑥が 𝐴に属するかど
うか𝑀のパラメータと 𝑥に関する論理式を使って𝑀[𝑥]で判定できる
𝑀[𝑥]：𝑀∪ 𝑥 を部分クラスとして含む最小の ZFのモデル（常にある）
実際にはもう少し厳しい定義（𝑥の渡る範囲が広いなど）だが、テクニカ
ルなので立ち入らない

補題 6の証明には強制法を使う。知っていれば簡単だが、今回は省略



強制法・内部モデルとランダム実数 30/65

Solovay集合なら Lebesgue可測になる！
前の二つの補題を合わせれば ……

系 7
𝑀を (2 ) < ℵ を満たす内部モデルとする。𝐴 ⊆ ℝが𝑀上 Solovayな
ら、𝐴は Lebesgue可測である。

Proof.
補題 6より、Borel集合 𝐵があって、𝐴はランダム実数上 𝐵と一致する。補
題 5より実数は至るところ𝑀上ランダムなので、𝐴 △ 𝐵 ∈ 𝗇𝗎𝗅𝗅を得る。

あとは「各々そういう𝑀上で Solovayな実数の集合」だけを持つような
モデルが取れればよい！
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構成要件
1. どんな実数の集合も、それぞれ (2 ) < ℵ を満たすような内部モデ

ル𝑀が取れて𝑀上 Solovayになるような宇宙が欲しい
2. ZFCのモデル 𝑉から始めるので、これは 𝑉の強制法拡大 𝑉[𝐺]そのもの

ではなく、その内部モデル𝑀 ⊆ 𝑉[𝐺]である必要がある
3. しかも、Solovay性は 𝑉[𝐺]の方で判断し、したがって可測性も 𝑉[𝐺]で見

たものになる。なので、𝑀における ℝや Borel集合の全体 ℬは 𝑉[𝐺]の
ものと一致している必要がある
Borel集合の全体は連続体濃度個なので、ℝが𝑀と 𝑉[𝐺]で一致していれ
ばよい

⤳(2), (3)を満たすのに良さそうな内部モデルが HOD
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遺伝的に順序数の𝜔-列で定義可能なクラス HOD
定義 8 (遺伝的に順序数の𝜔-列で定義可能な宇宙 HOD )

集合 𝐴が順序数の𝜔-列で定義可能 （記号： 𝐴 ∈ OD ）def⟺論理式𝜑(𝑥,𝑠)と順序数の可算列 𝑧 ∈ Onがあって、𝐴 = 𝑥 𝜑(𝑥,𝑧)
集合 𝐴が遺伝的に順序数の𝜔-列で定義可能（記号： 𝐴 ∈ HOD ）def⟺𝐴は自身や元、元の元 ……を含めOD な集合だけでできている

Solovay性はランダム実数（実は任意のジェネリック実数）についての定義
式が取れるという話だったので、結構 HOD 性は近そうに見える
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HOD の性質
HOD の構成は既にあるものを集めてくるという形をとっているので、ど
のモデル内で HOD を取っているのかによって内容がかわってくる
事実 9
𝑀を ZF + DCのモデルとするとき、𝑀で見た HOD は ZF + DCの内部
モデルとなる

注意 10
実数は 0, 1 の可算列で表現出来るので、(HOD ) の実数と 𝑉[𝐺]の実
数は一致する。特に (HOD ) に属する実数の集合については、𝑉[𝐺]で
みても (HOD ) でみても可測性は一致する！
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よい強制法の選択： Levy崩壊 Col 𝜔,<𝜅
あとは良い強制拡大 𝑉[𝐺]を取り、𝑉[𝐺]の HOD に属す実数の集合が以下
を満たしていればよい：
(1) HOD に属する実数の集合 𝐴が何らかの（𝐴によって異っていても

よい）𝑀上で Solovayになる
(2) そんな𝑀は 𝑉[𝐺]でみると (2 ) < ℵ を満たしている
結論から言うと、 到達不能基数 𝜅を𝜔 に潰す Levy崩壊 Col 𝜔, <𝜅 が
ちょうどこれに最適！
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Q:
到達不能基数

とは？



A1:
短い列で 近似不能 で

冪で閉じた基数



到達不能基数
定義 11
順序数 𝛼の共終数を次で定める： 𝑐𝑓(𝛼) = min 𝐴 𝐴 ⊆ 𝛼,sup(𝐴) = 𝛼
基数 𝜅が正則 def⟺ 𝑐𝑓(𝜅) = 𝜅。正則でない基数を特異基数と呼ぶ。
𝜅が正則 = 𝜅は小さな基数で「近似」できない
例： ℵ,ℵ ,…,ℵ は正則基数。ℵ ,ℵ などは特異基数。

𝜅が強極限基数 def⟺ ∀𝜆 < 𝜅 2 < 𝜅
𝜅 > 𝜔が到達不能基数 def⟺ 𝜅は正則かつ強極限基数。
𝜅は小さい列で近似できないし、冪について閉じている。到達不能基数の
存在は Grothendieck宇宙の存在と同値。



A2:

Grothendieck宇宙
またはZFC無矛盾性が出る

くらい巨大な基数



到達不能基数と巨大基数

※プライバシー保護の以下略

到達不能基数は、巨大基数と呼ばれるものの一種
巨大基数： ZFCの無矛盾性を導くほど大きい基数
今回の LMのような命題の強さを測る物差し

𝜅を到達不能とすると、𝑉 が ZFCのモデルになる
しかも順序数 𝛼 < 𝜅で 𝑉 が ZFCのモデルになる物が非有界に存在する

到達不能基数はまだ弱く、「小さな巨大基数」と呼ばれる物の代表例
「大きな巨大基数」は真偽を保つ 𝑉の中への同型 𝑉 ≺ 𝑀 ⊆ 𝑉で定義される

最強巨大基数公理： 0 = 1。ACの下で Reinhardt基数 𝑉 ≺ 𝑉の存在と同値
0 = 1自身は単なる矛盾なので単に「巨大基数」と呼ぶと厳密には怒られる
ACがない状態で Reinhardt基数が矛盾するかは未解決問題

https://youtu.be/z7jXyjFnjfU?si=wHQ11E-qSyJIbonI
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Levy崩壊
定義 12
𝜅を正則基数とする。Levy崩壊 Col 𝜔,<𝜅 を次で定める：

Col 𝜔,<𝜅 ≔ 𝛼
≔ 𝑓 𝑓 : 関数, 𝑓 < ℵ ,dom(𝑓) ⊂ 𝜔,ran(𝑓) ⊂ 𝛼 < 𝜅

直観： Col 𝜔, <𝜅 は𝜔と 𝜅の間の全ての順序数に、𝜔からの全射を足し
て可算にしちゃう
特に、𝜅が正則のとき、Col 𝜔,<𝜅 -強制拡大をした宇宙では 𝜅は𝜔 になっ
ている
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Levy崩壊の基本性質
補題 13 (Levy崩壊の基本性質)

𝜅を正則基数とし、𝑉[𝐺]を Col 𝜔,<𝜅 -強制拡大とする。

1. 𝑉の基数𝜔 < 𝜆 < 𝜅は、𝑉[𝐺]では可算順序数となり基数ではない。

2. Col 𝜔,<𝜅 -強制拡大で成り立つ命題は、𝑉の元しかパラメータに持たないなら 𝐺の取り方に
依存せず、𝑉内で完全に真偽を決定できる。

3. 𝜅は 𝑉[𝐺]においても基数のままで、𝜅 = 𝜔 。

以下、更に 𝜅が到達不能基数とする。
4. 𝑉[𝐺]の可算列 𝑓 ∈ 𝑉[𝐺]に対し、正則基数 𝜆 < 𝜅があり 𝑓 ∈ 𝑉[𝐺 ↾ 𝜆]。即ち 𝑉[𝐺]の可算列は

途中の 𝜆 < 𝜅まで潰す段階で付加されている。
5. 任意の 𝜆 < 𝜅について、𝜅は 𝑉[𝐺 ↾ 𝜆]でも到達不能基数である。

6. 𝑥 ∈ 𝑉[𝐺]が 𝑉[𝐺 ↾ 𝜆]上ランダムなら、𝑉[𝐺]は 𝑉[𝐺 ↾ 𝜆][𝑥]の Col 𝜔,<𝜅 -強制拡大になる。



目標の復習：



任意の実数の集合𝐴 ∈ (HOD )
に対し



𝑉[𝐺]の
内部モデル𝑀

で



(2 ) < ℵ
かつ𝐴: 𝑀上 Solovay

となるものを探す！
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Levy崩壊後の HOD に属す実数の集合は Solovay
以下、𝜅を到達不能基数、𝑉[𝐺]を Col 𝜔,<𝜅 -強制拡大とする。
補題 13を認めると、(HOD ) に属する任意の実数の集合 𝐴が、系 7の
前提を満たすような𝑀上で Solovayになることが言える！
1. HOD の定義より 𝜎 ∈ On ∩ 𝑉[𝐺]が取れ 𝐴 = 𝑥 ∈ ℝ 𝜑(𝑥,𝜎) 。
2. 補題 13 (4)より、正則基数 𝜆 < 𝜅が取れて 𝜎 ∈ 𝑉[𝐺 ↾ 𝜆]となる。

3. (3)(5)より𝑀 ≔ 𝑉[𝐺 ↾ 𝜆]で 𝜅は到達不能なので (2 ) < 𝜅 = ℵ 。
4. (2)(6)より𝑀-ランダム実数 𝑥に対し 𝑥 ∈ 𝐴は「任意の Col 𝜔,<𝜅 -強

制拡大で 𝜑(𝑥,𝜎)が成り立つ」という𝑀[𝑥]内の論理式で判定できる。
5. 以上より 𝐴は𝑀 = 𝑉[𝐺 ↾ 𝜆]上 Solovayで (2 ) < ℵ ！



まとめ
到達不能基数 𝜅を𝜔 に潰した宇宙 𝑉[𝐺]では、そこの HOD は ZF+DCを
満たし、HOD に属する任意の実数の集合は Lebesgue可測になる
可測性の一致： HOD と 𝑉[𝐺]は同じ実数を持つことが大事
Key:実数の集合 𝐴が、連続体濃度が外から見て可算になるような内部モデ
ル𝑀に対し Solovayという性質を満たすと Lebesgue可測になる
Solovay集合は𝑀-ランダム実数上 Borel集合で近似でき、連続体濃度が小さ
ければ、実数は至るところ𝑀-ランダムとなるので

𝐴 ∈ HOD は可算列から定義できて、𝜅の到達不能性からそんな可算列は途
中の宇宙𝑀 ≔ 𝑉[𝐺 ↾ 𝜆]に既に現れていて、そこで 𝐴の定義論理式が使える
𝜅は途中段階ではまだ到達不能なので 2 が 𝑉[𝐺]で可算になっている
この二点に到達不能性の仮定が本質的に効いている



結果の一般化
Borel集合族上のイデアル 𝐼に対し、𝐼-正則性の概念が定義できる
Lebesgue可測性＝零集合イデアル 𝗇𝗎𝗅𝗅に関する正則性
Baireの性質＝痩せ集合イデアル𝗆𝖾𝖺𝗀𝖾𝗋に関する正則性 etc.

議論を一般化してやると、𝐼が 𝜎-飽和性や強い適正性という性質を満たす場
合、Solovayモデルで任意の実数の集合が 𝐼-正則性を持つ（Khomskii [3]）

（Khomskii [3]では単純に 𝐼 が適正ならよいとされているが、実はもうちょっと条件が要る）

実は「任意の実数の集合が Baireの性質を持つ（BP）」という命題単体には
到達不能基数は不要であることが知られている（Shelah[2]）

雰囲気は大昔に書いたスライド [4]が参考になるかも

Shelah [2]のモデルは CHも満たす。ZF + DC + BP + ¬CHの無矛盾性が到達
不能基数なしで言えるかは未解決（一度アナウンスされたが取り下げられた）
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当然の疑問

Q:到達不能基数
本当に要るの？



A.

Shelah「要るで」
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到達不能基数、 要るの？
定理 14 (Shelah[2])

ZF + CC + LMの下で、任意の実数 𝑧 ∈ 𝑅に対し、𝑉の𝜔 は 𝐿[𝑧]から見る
と到達不能基数になっている。

CC：可算選択公理。ACを可算直積に制限したもので、DCから従う
実は、CCを仮定から外せば到達不能基数は不要（そのかわり解析学が異常になる）

𝐿[𝑧]：実数 𝑧をパラメータに使って下から定義できる最小の内部モデル。
Solovayの定理と合わせて、「ZFC + ∃𝜅 : 到達不能基数」「ZF + DC + LM」

「ZF + CC + LM」は無矛盾性の意味で等価なことがわかった
このように、命題の強さを巨大基数公理で分類する時は、「巨大基数＋強制法」で命題のモデルをつく
り、逆は「命題を仮定し適当な内部モデルでその巨大基数をみつける」という形で示すのが常套手段



実際の Shelahの定理
Shelahが示したのは、より精密には次の定理：
定理 14 (Shelah[2])

ZF + CCの下で、任意の 𝚺 -集合が Lebesgue可測なら、𝜔 は任意の実数𝑧について 𝐿[𝑧]で到達不能基数になっている（「𝜔 が実数に対して到達不能」）。

𝚺 -集合：ある ℝ の Borel集合 𝐵について、以下の形で書ける集合：
𝑎 ∈ ℝ ∃𝑥 ∈ ℝ ∀𝑦 ∈ ℝ ∃𝑧 ∈ ℝ (𝑎,𝑥,𝑦,𝑧) ∈ 𝐵

つまり、 ある程度の複雑さの論理式で定義できる実数の集合を Lebesgue
可測にするのに到達不能基数が必要！
𝚺 -可測性は（到達不能基数の存在を認めるなら）、フルの ACとも両立



Shelahの定理のあらまし
実際には次の形の定理を示している：
補題 15

ZF + CCを仮定し、更に任意の 𝚺 -集合が可測で、実数 𝑧が𝜔 = 𝜔 を
満たすとする。このとき、非可測な 𝚺 -集合が存在する。

𝚺 -集合： 𝚺 の一個下の複雑性のもの。∃∀ℬの形で書ける集合。
上の補題と Shelahの定理の同値性は次からわかる：
補題 16 (ZF + CC)
「任意の 𝑧 ∈ ℝについて、𝜔 < 𝜔 」
⟺「任意の 𝑧 ∈ ℝについて、𝜔 は 𝐿[𝑧]から見ると到達不能基数」



急速フィルター：可測性から到達不能基数へ 55/65

非可測集合をどう創るか？
Shelahの証明はかなり大変。Raisonnier [5]が同じ号の論文誌（！）で「数
学的」な別証明を与えている。主役は急速フィルターである：
定義 17

𝜔上のフィルター ℱが急速 def⟺ ℱは補有限フィルターを含み、任意の単
調な 𝑓 : 𝜔 → 𝜔に対し、ある 𝑎 ∈ ℱがあって ∀𝑛 𝑓(𝑛) ∩ 𝑎 ≤ 𝑛。
補題 18 (Mokobodzki)

急速フィルターは Lebesgue非可測。

証明の概略：補有限フィルターを含むフィルターは、可測なら零集合（Sierpinski）。一方、Lebesgue
密度定理などを使って急速フィルターの定義条件から不等式評価すると、外測度正となり矛盾。



Raisonnierによる急速フィルターの構成
余りにもテクいので定義と結果だけ（詳細は大昔に修論 [6]にまとめました）。
定義 19 (Raisonnierフィルター[5])

実数 𝑥の Raisonnierフィルター ℱ(𝑥)とは、𝐿[𝑥]の実数の「被覆」全体が
生成するフィルターのことである。 より厳密には、 実数集合 𝐴に対し、𝐻(𝐴) ≔ 𝑓と𝑔が異なる最小の桁 𝑓,𝑔 ∈ 𝐴,𝑓 ≠ 𝑔 とする時：

𝑎 ∈ ℱ(𝑥) def⟺ ∃ 𝐹 ⊆ 2 𝑖 < 𝜔 𝐻(𝐹 ) ⊆ 𝑎 ∧ 2 ∩ 𝐿[𝑥] ⊆ 𝐹
補題 20 (Raisonnier[5])

補題 15の仮定の下で、ℱ(𝑥)は 𝚺 な急速フィルターである。
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Shelahの定理・まとめ
Shelah[2]は「CCと任意の実数の集合の可測性が成り立つなら、𝑉の𝜔 は
全ての実数 𝑧に対し 𝐿[𝑧]で到達不能」を示し、Solovayの「逆」を示した
可測性には到達不能基数は本質的に必要！
実際には、𝚺 という種類の集合の可測性の時点で、既に到達不能基数が必要

Raissonierは、𝚺 -集合の可測性を仮定した上で、上の状況が破れていると
して、𝚺 な非可測集合を構成する別証明を与えている
急速フィルターの一種である Raisonnierフィルターがその非可測集合
証明はかなりテクい ……
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Solovayモデルでの解析学 1：自動連続性
Solovayモデルはいい集合しかなかったり、DCしか成り立たないため、「普
通」とは異なる解析学が成り立っている。
以下では、証明はスキップしつつそうした結果を簡単に見ていく。
詳細は私の修論 [6]の付録を参照（オリジナルの結果ではない）。

次は ZF + DC + BPから従う衝撃の結果である：
定理 21 (Wright[7])

ZF + DC + BPを仮定する。𝐵を Banach空間、𝑊を第二可算ベクトル空間
とする。𝑇 : 𝐵 → 𝑊が線型写像なら、𝑇は連続である。特に、Banach空間
から ℝへの線型汎関数は常に連続である。
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Solovayモデルでの解析学 2： Hahn–Banachの不成立
一方で、BPや LMのために、成り立たなくなる定理がある。
たとえば、次の Hahn–Banachの定理は関数解析の基本定理である：
定理 22 (Hahn–Banachの定理)
ZFCを仮定する。𝐵を位相線型空間、𝑝 : 𝐵 → ℝを劣線型とする。線型部分空間 𝐵 ⊆ 𝐵上の線
型汎関数 𝑓 : 𝐵 → ℝが 𝐵 上で 𝑓 ≤ 𝑝を満たすなら、𝑓は 𝑓 ≤ 𝑝を保ったまま 𝐵全域に拡張される。

しかし、次の補題から無制限の Hahn–Banachは Solovayモデルで不成立！
補題 23 (Solovay)

ZF+DCのもとで、𝐵を可分ノルム空間に制限した Hahn–Banachの定理か
ら、Baireの性質も Lebesgue可測性も持たない実数の集合の存在が従う。
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Solovayモデルでの解析学 3：制限された Hahn–Banach
補題 23の証明の概略：
1. 𝓁 についての Hahn–Banachから𝜔上のある種の測度を構成する
2. それから Lebesgue可測でも Baireでもない集合をつくる

抵触しないよう条件を限定すれば、部分的な Hahn–Banachは証明可能：
補題 24 (Solovay)

ZF + DC + BPのもとで、以下の制限された Hahn–Banachが証明可能：
1. 𝐵を可分ノルム空間、𝑓を原点で連続な線型写像に制限したもの
2. 𝐵を可分 Banach空間に制限したもの
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Any Questions?
Solovay[1]は ZF + DC +任意の実数の集合が可測のモデルを与えた
到達不能基数 𝜅の存在を仮定し、それを𝜔 に潰した宇宙を考え、その中のHOD を見る、という段階を踏んだ
到達不能基数の使いどころ： HOD に属す集合が殆どいたるところ「ラン
ダム」で、ランダム実数上は Borel集合と一致するようにするのに必要
Solovayモデルでは、他にも任意の実数の集合が Baireの性質などイデアル
で一般化された正則性を持つ

Shelah [2]は、Baire性には到達不能基数が要らないことを示しつつ、任意
といわず 𝚺 -可測性に本質的に到達不能基数が必要であることを示した
Solovayモデルでは線型なら連続になる一方、Hahn–Banachが部分的にし
か成り立たなかったりする
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ZF + LM + ¬CCには到達不能基数は不要
軽く触れたように、CCを諦めれば到達不能基数は不要
Solovayモデルとの違い
1. 𝜅を到達不能基数とする代わりに、𝜅 ≔ ℶ として 𝜅を𝜔 に潰して、

ℶ ≔ ℵ , ℶ ≔ 2ℶ , ℶ ≔ supℶ (γ : limit)
2. HOD の構成を途中の宇宙から来ている𝜔-列だけを使うよう修正：

HOD * ≔ HOD 𝜎 : 𝜔 → On ∃𝜆 < 𝜅 𝜎 ∈ 𝑉[𝐺 ↾ 𝜆] )
こうするとDCや CCを満たすとは限らなくなる

𝑉[𝐺]と HOD *で実数が一致するとは限らないが、 補題 6での Borel集合
の作り方を見るとこれで十分なことがわかる



Solovay集合のランダム近似補題について
実は、可測性だけを考えるのなら、補題 6の (2 ) < ℵ の仮定は不要
これは、零集合イデアル 𝗇𝗎𝗅𝗅が 𝜎-飽和という性質を満たすため

𝗇𝗎𝗅𝗅が 𝜎-飽和 def⟺非可算個の測度正の Borel集合の族 𝐴 𝑖 < 𝜔 に対
し、𝑖 ≠ 𝑗で 𝜇(𝐴 ∩ 𝐴 ) > 0となるものが存在
互いに交わりが零となる Borel集合からなる族は高々可算、ということ

演習問題：示せ （ヒント：単位区間 [0, 1]上なら、𝜇(𝐴 ) > 1𝑛となるものを
(𝑛 + 1)-個もってくればよい。ℝ全域なら 𝜎-有限性を使って帰着）。

今回は議論を簡単にするため（どうせ使うし）仮定した
𝜎-飽和なイデアルに付随する正則性も同様にこの仮定は要らないが、もっ
と一般化しようと思うと必要になる



可測基数と到達不能基数
BanachのMeasure Problem：平行移動不変性の方を諦めると、Lebesgue
測度の 𝒫(ℝ)全体への拡張の存在は可測基数の存在と無矛盾性等価になる
こんな測度の存在は実数値可測基数の存在と同値で、可測基数なら実数値可
測。逆に実数値可測基数から、可測基数を持つ内部モデルがつくれる

可測基数は到達不能基数に比べると馬鹿デカい。可測基数の下に非有界に
到達不能基数が存在する。
可測基数は大きな巨大基数の中で最小のもので、現代の集合論者はまあア
タリマエにあるでしょと思っている
可測基数や実数値可測基数で 𝗇𝗎𝗅𝗅のようなイデアルを考えると、それを使っ
て宇宙から内部モデルへの真偽を保つ同型 𝑗 : 𝑉 ≺ 𝑀 ⊆ 𝑉が創れる
𝑀を 𝑉に近付けていくとより強い原理が得られる


